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RESUMEN

En este trabajo se dedujo un nuevo conjunto de ecuaciones de diferencias finitas basadas en la serie de Taylor para
el cdlculo de propiedades dpticas no lineales de sistemas moleculares. Las expresiones se obtuvieron a partir de las
ecuaciones generalizadas de diferencias finitas con grado y exactitud arbitrarios, corrigiendo el orden de magnitud del
error de truncamiento en las componentes no-axiales de las hiperpolarizabilidades. Las mismas se validaron calculando
las propiedades dpticas no lineales en 2 grupos de moléculas cuyos valores de primera y sequnda hiperpolarizabilidad
se han medido experimentalmente. Las moléculas fueron la 4-nitro-anilina, 4-ciano-fenol. Los valores de energia de
cada sistema en funcion del campo eléctrico se calcularon por métodos de teoria del funcional de la densidad. Los
resultados se compararon con los obtenidos con las ecuaciones de Kurtz y Kamada. El mejor desemperio se obtuvo
con los funcionales HSEH1PBE, MN12SX y N125SX. En conclusion, las ecuaciones generalizadas representan una
alternativa viable para el cdlculo de B y y con precision y exactitud ajustables.

Palabras clave: Diferencias finitas; Campo finito; Hiperpolarizabilidad; DFT; p-Nitroanilina.

ABSTRACT

In this work, a new set of Taylor series based finite differences equations were obtained to calculate nonlinear optical
properties of molecular systems. The expressions were derived from the generalized finite differences with arbitrary
precision and accuracy. The order of magnitude of truncation in non-axial components of hyperpolarizabilities was
corrected. The validation were carried-out by calculating the nonlinear optical properties to 2 set of molecules with
experimental values of first and second-order hyperpolarizability available. The molecules were 4-nitro-aniline and
4-cyano-phenol. The field-dependent energy was obtained by Density Functional Theory. The results were compared
with the hyperpolarizabilties with the Kurtz and Kamada equations. The best performance was obtained with
functionals HSEHIPBE, MN12SX and N12SX. In summary, the generalized equations represent an alternative for 3
y v calculations with arbitrary precision and accuracy.

Key words: Finite differences; Finite field; Hyperpolarizability; DFT; p-Nitroaniline.
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Ecuaciones generalizadas de diferencias finitas basadas en series de Taylor para el cdlculo de propiedades dpticas no lineales

1. INTRODUCCION

La prediccion exacta de propiedades o6pticas no
lineales (NLO, siglas en inglés de Non Linear Optics)
mediante métodos mecanocudnticos permite el
disefio racional de nuevos materiales, asi como una
comprensién de la relaciéon entre estas propiedades
y la estructura quimica del material [1]. Existen dos
métodos basados en mecdnica cudntica para ello [2,
3]: método de perturbaciones acopladas (CP, siglas en
inglés de Coupled Perturbed methods) y diferencias finitas
(FE siglas en inglés de Finite Field). Ambos métodos
permiten el cdlculo de propiedades NLO mediante la
diferenciacién de la energia de la molécula con respecto
al campo eléctrico aplicado. En el primero, se aplica un
tratamiento perturbativo de primer orden al sistema,
la perturbaciéon es un campo eléctrico uniforme, y
se obtienen las derivadas a partir de las expresiones
analiticas explicitas [3]. Generalmente este método tiene
una alta precisiéon numérica y es computacionalmente
eficiente. Sin embargo, su implementacién en nuevas
aproximaciones mecanocudntica es dificil.

El método FF propuesto por Kurtz y col. [4], y Maroulis
[5] se basa en la aplicacién del método de diferencias
finitas al cédlculo de NLO. El FF es un método sencillo
y facil de aplicar, donde sélo es necesario el valor
de la energia en ciertas intensidades de campo sin
informacién adicional acerca de estados excitados.

Todolo anterior sumado a su capacidad actualizaciény
reformulacién hacen del FF un método universalmente
aplicable a cualquier nivel de la teorfa, con el tinico
requisito de que un programa de quimica cudntica
permita expresar el campo eléctrico en el hamiltoniano.
Las desventajas para el FF se centran en su baja eficiencia
computacional y la limitada precisién numérica.

Ambas metodologias se han utilizado exitosamente
en la prediccién de propiedades 6pticas lineales y no
lineales de moléculas orgdnicas [1, 6] e inorgdnicas
[7]. Sin embargo, la exactitud de los resultados
depende de varios factores, entre estos el tamarfio del
sistema y la correlacion electrénica. Los resultados
del disefio de materiales sugieren que las moléculas
con posibles aplicaciones reales son de gran tamafio,
es decir, moléculas con un gran nitimero de &dtomos
[8, 9], oligémeros, polimeros [10], cristales, entre
otros. Por otro lado, la correlacion electrénica tiene un
efecto significativo sobre el valor de las propiedades
6pticas no lineales. Ambos factores aumentan el costo
computacional y el tiempo de célculo.

En consecuencia, los métodos basados en la teoria
del funcional de la densidad (DFT, siglas en inglés de
Density Functional Theory) han ganado popularidad en
reduccién de estos problemas. El creciente y rdpido
desarrollo de funcionales para aplicaciones diversas
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genera un retraso en la actualizacién del algoritmo CP,
permitiendo que el método FF sea la opcién viable para
el cdlculo de NLO. En este sentido, es necesario disefiar
nuevos métodos y/o algoritmos de diferencias finitas
de facil implementacién que permitan el calculo de las
propiedades 6pticas no lineales con mayor exactitud.

En los dltimos afios, se han propuestos algunas
ecuaciones que generalizan las expresiones de
diferencias finitas basadas en la serie de Taylor que
permiten obtener derivadas numéricas de grado y
exactitud arbitrarias. Las expresiones reportadas se
obtuvieron aplicando diversos métodos para resolver
el sistema de ecuaciones que se plantea en el problema
de diferencias finitas, por ejemplo, método de Cramer
[11-14], o por inversién de la matriz del sistema [15-17].
Todos los autores aseguran que los resultados obtenidos
con las ecuaciones propuestas son mds exactos que
aquellos obtenidos con las ecuaciones clasicas [11-17].

Considerando lo antes expuesto, en este trabajo se
dedujeron un conjunto de ecuaciones generalizadas de
diferenciacién numeérica por el método de diferencias
finitas basadas en series de Taylor para el célculo de
NLO de moléculas tomando como punto de partida los
nuevos esquemas planteados en la literatura [11-17]. A
partir delasmismasse calcularon las propiedades 6pticas
no lineales de 2 bencenos para-disustituidos con grupos
donores y aceptores de densidad electrénica cuyos
valores de primera y segunda hiperpolarizabilidad
estdn reportados por Cheng y col. [18]. Las moléculas
que se estudiaron son la p-nitroanilina y el p-cianofenol.

2. TEORIA

2.1 Teoria 6ptica

Cuando un campo eléctrico F de alta intensidad (por
ejemplo, un ldser) incide sobre una molécula, ésta se
polariza produciendo una redistribucién de cargas que
origina una polarizacién inducida P(F) asociada a un
momento dipolar inducido u(F). La frecuencia y la fase
presentan alteraciones, provocadas por los fenémenos
Opticos no lineales. La dependencia no lineal del
momento dipolar inducido con respecto al campo se
expresa en funcién de una serie de Taylor:

1 1
i (Fi) = po + aijFj + 53 BijicFiFie + 5 VijiaFj Fieky + - (1)

El primer término, u , es el momento dipolar intrinseco
de la molécula en ausencia del campo eléctrico. El
segundo término, &ij, es el tensor de la polarizabilidad
lineal. El tercer y cuarto término Bijk y Yijki son las
hiperpolarizabilidades de primer y segundo orden,
respectivamente. Ambos coeficientes son tensores, es
decir, son dependientes de la direccién de emisién de
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onda incidente. Los subindices i, j, k y I, representan
los ejes del sistema de coordenadas cartesianas de la
molécula.

La ecuacién 1 se puede expresar como una funcién de
la energia [3]:

1 1 1
E(F) = Eo + piF; + = a;;FiF; +§/3iijiFij + EyijleiF}'FkFl + (2)

2!

donde E es la energia del sistema en ausencia del
campo eléctrico, y los coeficientes de la ec. 2 estdn
definidos por:

9% _0%E 0%
= 3rar, Pik = 3rarar, YoM = 3EaFoF.aF,

0E

aF 3)

Hi= aij

Estos resultados, en muchos casos se deben comparar
con resultados obtenidos en los experimentos. En
este sentido, es necesario calcular a partir de estos
valores, regularmente obtenidos de cdlculos tedricos,
las cantidades derivadas que son susceptibles a
comparacién con el experimento. La expresién utilizada
en la polarizabilidad de primer orden a es conocida
como la polarizabilidad promedio, y estd dada por la
ecuacion:

1
Aave = 3 (axy + Qyy + azz) (4)

Para ¥, la expresion 5 permite determinar un promedio
de todas las componentes de la propiedad, y se utiliza
en el experimento de generacién de terceros armoénicos
[7,19, 20]:

1

z )

[Vxxxx + Yyyyy T Yzzzz + Z(Vxxyy + Vyyzz + Vxzz)]

Yave =

En el caso de la respuesta éptica no lineal de segundo
orden o la primera hiperpolarizabilidad la cantidad
experimental depende del proceso éptico con el cual se
desea comparar. Cuando la respuesta no lineal consiste
en la generacion de segundos arménicos, la respuesta
total viene dada por:

Btot = /ﬁf + B3 + BZ Donde: B = (Bui + Bijj + Bix) (6)

2.2 Método de campo finito

Las ecuaciones de campo finito estdn conformadas por
las expresiones matematicas para calcular las propiedades
6pticas:momentodipolar (M), polarizabilidad (*f), primera
y segunda hiperpolarizabilidad, f y ¥, respectivamente.
Sehan planteado2 conjuntos de ecuaciones:lasecuaciones
de Kurtz y col. [4], y las ecuaciones de Kamada y col. [21].
En el primer conjunto, se aplicaron campos desde -2F
hasta 2F a lo largo de los ejes coordenados (x, y y z) en la
serie de Taylor de la ecuacion 2. Al resolver el sistema de
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ecuaciones lineales se obtienen las componentes axiales
de las propiedades antes mencionadas, aqui mostramos
las correspondientes a las hiperpolarizabilidades:

E(F;)—E(-F;) 1EQF;) —E(-2F)
fu=—"— "7 0
Yiiii = — E©) + 4E(Fi) +E(=F) EQF)+E(-2F) (8)

F*

L

F*

L

Ft

donde E (F) es la energia del sistema con un campo
aplicado F a lo largo del eje i ( Vi = x,y,z ). El valor
E(0) representa la molécula sin campo aplicado.

Las componentes no-axiales, derivadas mixtas, se
obtuvieron aplicando un campo entre los ejes. La
expansion en serie de Taylor de la ecuacion 2 queda,

1 1 1 1 1
— 5 @uFf =5 ajF} — ayFiF; — 2 B = ¢ ByjjF = 5 By Fiff

1 1 1 1 1 1
- EﬁjiiF}'Fiz - ﬂyliiiFi4 - ﬁ}’ujj""f - gVijiji’:j3 - EVjiil‘F}'Fi&‘ - ZVil/']FJZF}'Z

E(F, Fy) = Eo — wiF; — w;F;

Considerando las energfas para los campos: (F,F),
(-FI.,F].), (Fl.,-F].) y (-F,,,-F],), los autores obtienen:

_ 1E(=F,—F) - E(F, ) + E(-F, F;) — E(F;, - F;) +E(Fi) —E(-F)

=7 Fisz FiF,-z (10)
4E(0) — [E(—Fi, —Fj) + E(Fl-, F]) + E(—Fi,Fj) + E(Fl-, —Fj)
Yiijj = — FiZFjZ
2[E(F) + E(—F) + E(F,) + E(—F;)] ()
+
FizFiz

Estas ecuaciones permiten el célculo de las cantidades
susceptibles a ser comparadas con las mediciones
experimentales: segunda hiperpolarizabilidad promedio
(ecuacién 5) y primera hiperpolarizabilidad total, g, .

Kamada y col. [21], propuso otro conjunto de
ecuaciones aplicando campos desde -3F hasta 3F con
un tamafo de paso igual a F. El propésito es obtener
valores de propiedades con un error 2 érdenes de
magnitud menor que las ecuaciones de Kurtz y col. [4].
Asi las ecuaciones obtenidas fueron:

Bui = {13[E(F) — E(—F)] - 8[ EQ2F)) — E(=2F)] + [E3F) — E(=3F)1/8F} (12)

Buj = (38[E(F)) = E(=F))] = 4[E(2F,) + E(=2F)] = 20[E(Fy, Fj) — E(Fy,—F}) = E(=Fy, Fy)

1
24F7F;
— E(=F,,—F)] + [EQ2Fy, Fy) — E(2Fy =F)) = E(-=2F; Fy) = E(~=2F;, —F))]
+2[E(F,2) — E(F,~2F) — E(=Fy,2F) — E(=F, 2]}

Vi = —{56E(0) — 39[E(F) + E(—F)] + 12[EQ2F) + E(-2F)] — [E(3F;)

+ E(=3F)]}/6F} (14)
Viijj = {72E(0) = 38[E(F) + E(=F) + E(F) + E(=F))] +2[EQ2F) + E(=2F) + E(2F;)
+E(=2F)] + 20[E(F, Fy) + E(F,—F) + E(=F.,F) + E(=F,—F))] (15)

— [EQF,F) + EQF,—F) + E(=2F,F) + E(=2F;,—F) + E(F;, 2F))
+ E(Fy, —2F) + E(=F;,2F) + E(=F, —2F)]}/(12F?F})
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3. METODOLOGIA

Las moléculas que se estudiaron son la p-nitroanilina
y el p-cianofenol y se ubicaron en los ejes coordenados
de acuerdo con el orden de prioridad dado por su
simetrfa, como se muestra en la figura 1. El origen del
sistema de coordenadas coincide con el centro de masa
de la molécula. La energia se calculé resolviendo las
ecuaciones de Kohn y Sham, en el marco de la Teoria
del Funcional de la Densidad, DFT.

Se utilizaron los siguientes funcionales: con correccion
para largo alcance wB97, LC-wPBE y HSEH1PBE, con
correccién por atenuacién coulémbica, CAM-B3LYP,
con correccién por dispersién wB97XD, y la familia de
funcionales de Thrular, M11, N125X y MN12SX. En
todos los casos se calcularan las hiperpolarizabilidades
de primer y segundo orden, obtenidas con (1) ecuacién
de diferencias finitas de Kurtz y col. [4], (2) ecuacién
de diferencias finitas de Kamada y col. [21], y (3) con el
conjunto de ecuaciones a deducidas en este trabajo. Los
célculos se realizaron con el programa Gaussian 09 [23].
Se utiliz6 el conjunto base 6-311++g(3d,3p).

Figura 1. Orientacion molecular en el sistema de coordenadas:
a) p-nitroanilina y b) p-cianofenol.
Figure 1. Molecular orientation in Cartesian coordinates:
a) p-nitroaniline y b) p-cyanophenal.

a)

4. RESULTADOS Y DISCUSION

4.1 Ecuaciones generalizadas para hiperpolarizabi-
lidades

Con el nombre de ecuaciones generalizadas se
conocen aquellas que pueden calcular las derivadas
con exactitud y precisién arbitrarias. Las mismas
deben incluir, ademaés de las derivadas m-ésima en una
variable, las derivadas mixtas. Los primeros intentos
por generalizar las ecuaciones de diferencias finitas
son los reportados por Khan y Ohba [11-14] y Li [15].
Sin embargo, son Albadarneh y col. [16], quienes
presentaron y demostraron una ecuacién generalizada
para las expresiones de diferencias finitas. La expresién
para la derivada m-ésima de x en el punto s para n + 1
puntos es:

n

2@

Jj=0,j#s 7

- -1
T e O
axm E —Xs) H?:O,l%j,l%s(xl —x,)

[F(x) = Fao] + R

(16)
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. m—1 .
dondej,l,s =0-n .aEl_l s)i es el operador recursivo
definido por Li [15]:
) _ —
ap = ag(X1, X2, ", Xpn) = X1X3 *** Xp,
™ _ = +
Ay~ = ag(x1, Xz, Xn) = XXz " Xp—1 + X1%2
...xn_zxn + “ee + x2x3 ...xn‘
@ _ = ot
an = aa(X1, %2, , Xn) = X1X2 = Xn-2 X3Xa Xn, o (17)
(n=2) _ —
a, = ap_2(X1, %2, , Xp) = X1X2 + X1Xo + -+ Xp_1Xp,
n-1) _ —
an = dp—1(%1, X2, , X)) = X1 + Xz Xy,
)
Ay~ = ao(x, X2, , %) =1
La aplicacion de esta ecuacion para las

hiperpolarizabilidades axiales genera las mismas
ecuaciones de Kurtz y col. [4], y Kamada y col. [21].
Sin =5, se obtienen las primeras ecuaciones 7 y 8. Las
dltimas se obtienen para n = 7, ecuaciones 12 y 14. En
ambos casos, s = 0 considerando que j va desde —(n —
1)/2-+0+(n — 1)/2. Con el fin de tener una referencia
mads exacta de la derivada m-ésima, en este trabajo se
obtuvo la ecuacién de diferencias centrales para 3 y vy
axiales, considerando 9 puntos igualmente espaciados:

Buii = {2,92x1072 [E(4F;) — E (—4F;)] — 0,30[E(3F)) — E(—3F)] (18)
+ LAL[E(2F) — E(=2F)] = 203[E(F) — E(~F)B/F}
Vi = {~11,37E(0) + 2,92x1072 [E(4F;) — E(—4F;)] — 0,40[E (3F)) (19)
— E(=3F)]+ 2,82[EQ2F) — E(=2F)] - 813[E(F)) — E(~F)I}/F}

aqui se utiliza la misma nomenclatura que en las
ecuaciones 7, 8, 12 y 14.

Paralas hiperpolarizabilidad entre de los ejes, partimos
de la ecuacién generalizada de Albardaneh y col. [16],
para derivadas parciales:

gmatme 6 ()
—_— (7Y, x| =
Ox;" 0x)™ ! ( 1oz )
f (xih)'xgjz)) (20)
e} (my) _(my) _ U ,.(s2)
Z q”vsvhq"z;zdé f(xl ! X : )
U1 _ xisl))(xglz) _ X§SZ)) l_f (x§51)’x§j2))

J2=0,j2%#S3 j1=0,j1 %S, V1
+f (x£$1)’x£5‘2))

Ny

donde
_1\May| (m-1)
m) _ CDTmla, s, (21)
s H?:o,lij,hcs(xl - xj)
Partiendo de puntos igualmente espaciados y

considerando los campos aplicados en los métodos de
Kurtz y col. [4], y Kamada y col. [21], es decir, campos
dobles (2F) y triples (3F) en las direcciones i y j se
obtuvieron las siguientes ecuaciones para [3:
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Biij =

F7F,

Biij = 72F,

-

0,21[E(=2F)) — E(2F))] — 1, 66[E(=F)) — E(F})]
+6,94x1073 [E(—2F,;, —2F;) — E(—2F;, 2F;) + E(2F;, —2F))
—E(2F;, 2F))] — 5,56X1072[E(—2F;, —F;) — E(=2F, F))
+E(2F, —F;) — E(2F;, F;)] = 0,11[E (—F,, —=2F;) — E(=F, 2F))
+E(F, —2F;) — E(F;, 2F;)] + 0,89[E (—F,, —F;) — E(=F,

+E(F, ~F) ~ E(F, F)

—4,54x107*[E(—-3F;) — E(3F;)] + 0,41[E(—2F)) — E(2F})]
—2,04[E(—F)) — E(F))] + 1,85x10~* [E (—3F;, —3F;) — E(-3F;, 3F))
+E(3F;, —3F;) — E(3F;, 3F;)] — 1,67x1073[E (—3F;, —2F;)
—E(-3F;, 2F;) + E(3F;, —2F;) — E(3F;, 2F;)] 4+ 8,33x1073[
E(=3F, —F;) — E(=3F, F) + E(3F,,—F;) — E(3F;, F;)] — 2,50x1073[
E(—2F,,—3F;) — E(—2F,,3F;) + E(2F;,—=3F;) — E(2F;,3F;)] = 0,11]
E(—2F, —F;) — E(=2F, F;) + E(2F,,—F;) — E(2F;, F;)] — 2,50x1073[
E(—F;,—3F;) — E(—F;, 3F;) + E(F;, —3F;) — E(F;, 3F;)] — 2,20x1071[
E(=F, =2F) — E(=F;, 2F;) + E(F, —2F;) — E(F;, 2F;)] + 1,12
E(=Fi,~F}) — E(~F, ) + E(Fi,—F) — B (F:, F})]

5)

Con el mismo procedimiento se obtuvieron las ecuaciones para la segunda hiperpolarizabilidad para ambos campos:

Yiijj ZW

Yiijj = W
L

~

Las ecuaciones mostradas anteriormente no son tinicas.
La generalizacion de la ec. 16 permite la obtencién de
ecuaciones particulares para la precisién y exactitud
deseada.

Las diferencias entre las ecuaciones presentadas en este
trabajo y las ecuaciones de Kurtz y col. [4], y Kamada y
col. [21], radican esencialmente en la distribucién de la
rejilla. La figura 2 muestra las diferentes configuraciones
de rejilla para las ecuaciones de Kurtz y col. [4], (fig. 2a)
y paralaec. 22 (fig. 2b). En este orden de ideas, la misma

6,25E(0) + 0, 21[E (—2F;) + E (2F;) + E(—2F;) + E(2F))]
—333[[E(=F) + E(F,) + E(=F;) + E(F;)] + 6,94x1073 [
E(=2F, —=2F,) + E(=2F, 2F;) + E (2F;, =2F;) + [1(2F, 2F))]
—0,11[E(=2F;, —F,;) + E(=2F, F;) + E(2F;, —F;) + E(2F;, F;)]
+[E(=F;, —2F;) — E(=F;, 2F,)) + E(F, =2F;) — E(F;, 2F})]
+1,78[E(—F;, —F;) — E(—F;, F;) + E(F;, —F;) — E(F;, F;)]

742E(0) — 3,02x1072[E(=3F,) + E(3F,) + E(—3F,) + E(3F)]
+0,41[E(—2F,) + E(2F)) + E(=2F)) + E(2F))] — 4,08[E(~F))
+E(F;) + E(—F) + E(F)] + 1,23x10™*[E(—3F;, —3F;) + E(—3F;, 3F))
+E(3F;, —3F;) + E(3F;, 3F;)] — 1,67x1073[E(—3F;, —2F;) + E(—3F;, 2F;)
+E(3F;, —2F;) + E(3F;, 2F;) — E(—2F;, —3F;) — E(—2F;, 3F})
—E(2F;, —3F;) — E(2F;,3F))] + 1,67x107%[E (—3F;, —F;) + E(—3F, F;)
+E(3F;, —F;) + E(3F, F;) — E(—F;,—3F;) — E(—F;, 3F;) — E(F;, —3F))
—E(F;, 3F;)] + 2,25x1072[E(—2F;, —2F;) + E(—2F;, 2F;) + E(2F;, —2F))
+E(2F;, 2F;)] — 0,22[E(—201;, —F;) + E(=2F;, F;) + E(2F;, - F;)
+E(2F;, F;) — E(—F;, —2F;) — E(—F;, 2F;) — E(F;, —2F;) — E(F;, 2F;)]
+2,25[E(~F, —-F,) — E(=F, F,) + E(F,,—-F,) — E(F,, F})]
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figura muestra las rejillas correspondientes a la ecuacién
de Kamada y col. [21], y la obtenida en este trabajo para
campos triples (ver figuras 2c-d).

Cada configuracién contiene un error asociado al
truncamiento en la serie de Taylor. Por ejemplo, las
componentes axiales de las hiperpolarizabilidades en
las ecuaciones de Kurtz y col. [4], tienen un error de
truncamiento asociado proporcional a O(F?). Mientras
que en las ecuaciones de Kamada y col. [21], el error es
proporcional a O(F).
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Figura 2. Configuraciones de rejilla para los diferentes
esquemas de campo finito.
Figure 2. Grid configuration for each finite field scheme.

a) b)
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}¢
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F
Kurtz y col. Campo 2F
c) t d)
1Y 4
] b
i b
F
Kamada y col. Campo 3F

En el caso de las componentes axiales el error asociado
es la suma de los errores asociados a las componentes
axiales. Es decir, en el esquema de las diferencias
finitas, una derivada parcial se obtiene combinando las
derivadas unidimensionales [23]:

o 26
G_y"()

donde m, n es el orden de las derivadas, y x, y las
variables.

am+n

’—‘m
T 9xm

dxmayn

De acuerdo con esto, el error asociado se propaga como
la suma de los errores de las derivadas unidimensionales
[23, 24]. Siguiendo este esquema, las ecuaciones 10 y 11
tienen un error de truncamiento asociado de O (Fi+F))
(Kurtz y col. [4]) y las ecuaciones 13 y 15 de O (Ff+1—"]2)
(Kamada y col. [21]).

En este punto se refleja una diferencia de un orden
de magnitud entre las componentes axiales y no
axiales para cada esquema. Esta diferencia provoca
un desbalance en la incertidumbre de las cantidades
susceptibles de ser comparadas con el experimento.
Por ejemplo, para la comparacién con los experimentos
de Hyper-Rayleigh Scattering, el cdlculo de requiere el
calculo de (B2.) y (B2.). Ambas ecuaciones contienen
una mezcla de componentes axiales y no-axiales. En
consecuencia, el error asociado estd dominado por la
contribucién del término no-axial que es un orden de
magnitud mayor. En este sentido, se estd realizando un
esfuerzo innecesario en el cdlculo de la magnitud axial.
Por el contrario, las ecuaciones obtenidas en este trabajo
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mantienen un balance en los errores de truncamiento,
asf el error asociado es el mismo para las componentes
axiales como las no axiales.

4.2 Primera hiperpolarizabilidad
de sistemas moleculares

La tabla 1 muestra los resultados de las componentes
del tensor de hiperpolarizabilidad calculados con las
ecuaciones 7 y 12, y para campos igual a 4F para la
molécula p-nitroanilina. Al aumentar la magnitud del
campo aplicado las componentes axiales disminuyen,
al igual que las componentes no-axiales, pero en menor
proporcién. Una comparacién entre los funcionales
muestra el siguiente orden: M11 < wB97 < wB97XD
< CAM-B3LYP < MN125X < HSEHIPBE < NI12SX.
El funcional LC-wPBE mostré un comportamiento
atfpico. Los resultados revelaron un comportamiento
quasi-esférico de la respuesta electrénica, que no se
observa experimentalmente. Esto demuestra una mala
descripciéndeladensidad electrénica porel mencionado
funcional, debido a una notoria sobreestimacién de los
valores no axiales.

La diferencia entre los resultados de §,, y f, con
método de Kurtz y col,, [4], y la rejilla 2F oscila entre
0,01 y 0,14 %, mientras que los resultados de Kamada
y col. [21], con respecto a 3F estd en el rango de 0,004
a 0,068 %. Esta comparacién revela que la contribucién
de los valores de la energia en las esquinas de la rejilla
del campo 2F tiene un efecto significativo sobre la
componente axial de la hiperpolarizabilidad (ver
figuras 2a-b). Por el contrario, en la rejilla 3F, la mayor
presencia de los valores en las regiones centrales de
la rejilla provoca una disminucién de la contribucién
de los valores de las esquinas (ver figuras 2c-d). En
consecuencia, las diferencias para una rejilla mayor
deben ser menor, como se obtuvo en este trabajo. El
menor efecto se observé con el funcional wB97, mientras
que, CAM-B3LYP mostré la mayor diferencia.

La p-nitroanilina se ha estudiado profundamente
desde el punto de vista experimental y tedrico. Existen
numerosos reportes de las NLO de la misma, y se
muestran los mds relevantes en la tabla 1. Al comparar
estos resultados, se observé que los resultados
presentados en este trabajo tienden a subestimar
los valores tipicos obtenidos con DFT, tanto para las
componentes axiales como no-axiales. Sin embargo,
estdn muy cercanos a los valores ab initio, es decir
MP4 [25] y CCSD [26], aceptados como referencia
comparativa para los calculos teéricos.

Los valores MP2 y MP4, reportado por Urdaneta y col.
[25], con el mismo conjunto base que se utilizaron en
este trabajo, estdn sobrestimados. Este comportamiento
posiblemente es el resultado de la aplicaciéon de campos
altos (0,005 ua) por parte de Urdaneta y col. [25], que
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pueden provocar la aparicion de estados electrénicos
cercanos y diferentes al estado fundamental. Los métodos
que tienen un mejor desempefio vienen dados por los
funcionales HSEH1PBE y N125X con un error relativo
con respecto al valor CCSD/aug-cc-pVIZ [26] de 5,1
y 6,9 %, respectivamente. Las componentes no-axiales
de la hiperpolarizabilidad mostraron comportamientos
similares a los valores reportados para métodos ab initio, es
decir,p, > > .Losreportesbasadosen DFT revelan
que la respuesta en los ejes XZ es igual a la respuesta YZ.
Esto revela simetrfa en la densidad electrénica de los ejes
mencionados. La simetria C,v de la p-nitroanilina, sugiere
un comportamiento similar al mostrado por los resultados
ab-initio, y los reportados en este trabajo.

El resultado experimental reportado en la bibliografia se
basa en EFISHG [27]. El autor reporta el valor de 3,, que
para una molécula orientada con el momento dipolar es
iguala B = QL De esta manera, el valor de obtenido a
partir del valor de {3, es 1787 +73 ua, como se muestra en
la tabla 1. Segtin este valor, el mejor desempeiio se obtuvo
para los funcionales HSEH1PBE y N125X, con 0,8 y -1,1
% respectivamente. Garza y col. [28], compararon una
serie de funcionales corregidos por largo alcance para la

evaluacion de la hiperpolarizabilidad. El autor concluye
que los funcionales HSE, generan resultados comparables
con el valor de referencia CCSD. Los resultados obtenidos
en este trabajo soportan las conclusiones de Garza y
col. [28]. Es necesario resaltar que, hasta donde se tiene
conocimiento, este trabajo reporta el primer valor de
hiperpolarizabilidad de p-nitroanilina con el funcional
N12SX.

El p-cianofenol no se ha calculado teéricamente,
y la medida experimental que existe se realizé con
el p-metoxicianofenilo. El comportamiento de las
componentes axiales y no-axiales de la primera
hiperpolarizabilidad sigue el patrén observado para
la p-nitroanilina (ver tabla 2). Sin embargo, la direccién
de la respuesta frente al campo es distinta a la molécula
predecesora. En este caso, el momento dipolar se orienta
hacia el eje y, por tanto, la respuesta mayoritaria se
espera en esa direccién. Existe una respuesta importante
en x, debido al flujo de densidad electrénica a lo largo
del anillo. A partir de estos resultados, observamos que
la eficiencia de este material para la respuesta no lineal
de primer orden es un orden de magnitud mds baja que
para la p-nitroanilina.

Tabla 1. Componentes del tensor de primera hiperpolarizabilidad (3, ua) de p-nitroanilina.
Table 1. First hyperpolarizability (3, ua) tensor components for p-nitroaniline.

Funciona® CAM-  wB97 B97XD LC-  HSEHIP M1 N12S MN12  CAM-  B97 (B97XD  LC-  HSEHIP  M11 N12S  MN12
B3LYP wPBE BE X SX B3LYP wPBE BE X SX

Campos 2F Kurtz

Bz 15046 12745 13196 10764 16388 12694 16702 15454 15046 12745 13196 10764 16388 12694 16702 15454

Bre 57,1 48,3 526 6434 616 51,6 57,0 62,2 57,2 483 52,7 4092 616 51,7 57,0 62,2

By 1275 1185 1206 8788 1343 1254 1364 15,2 1276 1185 1207 4709 1343 1255 1364 1563

Bx 57,1 48,3 52,7 6435 61,8 51,7 57,0 62,0 57,2 483 52,7 4093 61,7 51,8 57,0 62,1

By 1846 1668 1733 15223 1958 1770 1934 2185 1848 1668 1734 8801 1959 1772 1934 2186

B 1632,1 13929 14404 19550 1773,1 13947 18066 17016 16322 13930 14403 15471 17731 13948 18066 17016

Brot 1643,5 14037 14517 2560,0 17849 14069 18178 17166 16436 14037 14517 18264 17850 14070 18178 17168
Campos 3F Kamada

Bz 15039 12733 13186 9667 16389 12685 16703 15453 15039 12733 13186 9667 16389 12685 16703 15453

Bre 57,1 48,3 526  769,0 61,6 51,6 57,1 62,2 57,1 483 52,6 6434 616 51,6 57,0 62,2

By 1275 1185 1206 11415 1342 1254 1364 1562 1275 1185 1206 8788 1343 1254 1364 1562

Bx 57,1 48,3 526 7692 61,8 51,8 57,0 62,0 57,1 483 52,6 6436 618 51,7 57,0 62,0

By 1846 1668 1733 19106 1958 1770 1935 2185 1846 1668 1733 15224 1958 1770 1934 2185

B 1631,3 1391,8 14394 21080 1773,1 13937 18067 17015 16314 1391,8 14393 18453 17731 13938 1806,7 17015

Brot 1642,7 14026 1450,7 2947,1 17850 14059 18179 17166 16428 14026 1450,7 24773 17850 14059 18179 17166
Campos 4F Valores de la literatura: tedricos y experimentales

Bz 15035 12723 13182 8828 16385 12681 16699 15449 2109,1b 2017,7c 1759,3d 1646,6e 2033 2f

Bre 57,0 48,3 526 8493 61,5 51,6 57,1 62,2 -616  -622  -545 514  -557

By 1275 1185 1206 13174 1342 1253 1364 1562  -648  -638 -117,7 -1054 -2369

Bx 57,0 48,3 526 8495 61,8 51,8 57,0 62,0

By 1845 1668 1732 21669 1957 1770 1935 218,6

B. 1630,9 13914 14390 22000 1772,7 13933 18063 17011 19827 18917 15871 14898 17406 1565¢  1648i  1787h

Brot 1642,3 1402,2 14504 3202,7 17845 14055 18175 17162

“Todos los valores estan expresados en unidades atémicas (ua) de primera hiperpolarizabilidad, 1 ua = 3,206 x 10-% C° m® J-2"MP2/6-311++g(3d,3p)[29]; ‘MP4/aug-cc-pVTZ [261;°CCSD/aug-cc-pVTZ
[261°MPA/6-311+-+g(3d,3p) [25],'CAM-B3LYP/6-311+-+g(3d,3p) [251;¢ PBE/limite del conjunto base [30];" EFISH [27];' RPBE [30].
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Tabla 2. Componentes del tensor de primera hiperpolarizabilidad (3, ua) de p-cianofenol.
Table 2. First hyperpolarizability ({3, ua) tensor components for p-cyanophenol.

FuncionaP CAM-  wB97 B97XD LC-  HSEHIP  M11 N12S MN12  CAM-  B97 (B97XD  LC-  HSEHIP M1 N12S  MN12
B3LYP wPBE BE X SX B3LYP wPBE BE X SX
Campos 2F Kurtz
B -9,4 -8,6 -9,2 -81,8 -9,7 -18 9,1 -10,3 -9,4 -8,6 -9,2 -81,8 -9,7 -1.8 91 -10,3
By  -2867 -284  -2822 -Ab51 -2848 -2791 -2876  -2319 -2867  -284  -2822 -A551 -2848 -2791 -2876 -2319
By -6,2 -54 -6,2 6014 -6, -35 14 -12,9 -6,2 -5,5 -6,3 361,2 -6,5 -3,4 -1,5 -13
By 10,7 73 8,4 215,6 13,2 838 14,5 22 10,7 73 8,4 1432 13,2 8,6 14,5 21,9
Bz 46 4,0 43 -116 49 4,0 4.5 49 4,6 4,0 43 -66,5 49 38 4.5 49
Bz -382 =375 -381 3948  -404  -36,7  -392 -435  -382  -376  -382 2152 405  -366  -392 435
By -157 140 -154 5196  -161  -112  -16)5 -233 157  -141  -155 2794  -162  -112  -165  -233
By -286,8 -2839 -282,2 -4551 -2848 -2789 -2876  -231,9 -286,8 -2839 -282,2 -4551 -2848 -2790 -2876 -2319
B. 10,6 74 8,4 215,6 13,2 838 14,5 22,0 10,7 73 8,4 1432 13,1 8,7 14,5 21,9
Buot 2875 2843 2828 7236 2855 2793 2884 2341 2874 2844 2828 5530 2856 2794 2884 2341
Campos 3F Kamada
B -9,4 -8,6 -9,3 -169 -9,7 -19 9,1 -10.4 -9,4 -8,6 -9,3 -169 -9,7 -19 91 -10.4
By  -2867 -2839 -2822 -6077 -2848 -2719  -2816 =232 -286,7 -283,9 -2822 -607,7 -2848 -279  -2876  -232
By -6,2 -54 -6,2 7445 -6,4 -35 14 -12.9 -6,2 -5,4 -6,2 601,4 -6,5 -35 -1.4 -12.9
Buy 10,6 73 8,4 248 13,2 838 14,5 22 10,7 73 8,4 215,6 13,2 838 14,5 22
Bz 46 4,0 42 -1439 5,0 4,0 44 48 4,6 4,0 43 -116 49 4,0 4.5 49
Bz -382 374 -381 5128  -404  -36,7 -39,1 <434 -382  -375  -381 3948 404 -36,7  -392 <435
Bx -157  -140  -154 5755  -161  -113  -16)5 -233  -157  -140  -154 4324  -161  -113  -165  -233
By -286,8 -2838 -282,2 -607,7 -2847 -2788 -2876  -2320 -286,8 -2838 -282,2 -607,7 -2847 -2788 -2876 -232,0
B. 10,6 74 8,4 2479 13,1 89 14,6 22,0 10,6 74 8,4 2155 13,1 838 14,5 22,0
Buot 2874 2842 2827 8729 2854 2792 2884 2342 2874 2843 2827 7164 2855 2792 2884 2342
Campos 4F Valores de la literatura: tedricos y experimentales
B -9,4 -8,7 -9,3 -222 -9.8 -8,1 -9,2 -10,5
By  -2864 -2837  -282 -7403 -2846 -2788 -2874  -2318
By -6,2 -53 -6,1 8415 -6,4 -35 14 -12,9
Buy 10,6 73 85 265,4 13,2 89 14,6 22
Bz 46 4,0 42  -160,5 5,0 41 44 48
Bz -382 =374 -381 5971  -404  -36,7 -39,1 -43.4
Bx -158 140  -155 6195 -161  -114  -166 =234
By -286,6 -2836 -281,9 -740,1 -2844 -2785 -2874  -2318 219,9b
B, 10,6 74 85 265,3 13,1 9,0 14,6 22,0
Buot 2872 2840 2825 10010 2852 2789 2882 2340

Todos los valores estan expresados en unidades atomicas (ua) de primera hiperpolarizabilidad, 1 ua = 3,206 x 10 C* m3 J%; °EFISH [18].

Al comparar los resultados obtenidos en este trabajo, con
los obtenidos por Cheng y col. [18], se obtuvieron errores
relativos entre 5,5 y 30 %. El mejor desempetio se observé
para el funcional MN12SX. Es necesario acotar que se
excluyd el resultado LC-wPBE debido a inconsistencia en
los resultados de las componentes no-axiales. El resto de
los funcionales mostraron comportamientos similares.
Estas altas diferencias se deben principalmente al efecto
del grupo metilo y en segundo lugar a la orientacién
molecular frente al momento dipolar.

4.3 Segunda hiperpolarizabilidad
de sistemas moleculares

Las componentes del tensor de segunda
hiperpolarizabilidad para la p-nitroanilina se muestran
enla tabla 3. El efecto del tamafio del stencil es mayor que
parala primera hiperpolarizabilidad, aproximadamente
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0,4 % en la componente axial y 0,6 % para las no axiales.

En términos generales se observé una subestimacion
de los valores de la segunda hiperpolarizabilidad al
compararlos con los valores reportados. Urdaneta y col.
[25], presentaron la segunda hiperpolarizabilidad con los
métodos MP2, MP4 y CAM-B3LYP con el conjunto base
6-311++g(3d,3p). Los resultados obtenidos en este trabajo
mostraron entre un 40 y 53 % de diferencia con respecto
a los valores MP2 y MP4, y entre 24 y 31 % con respecto
al valor CAM-B3LYP. Estas diferencias se pueden atribuir
a la intensidad del campo aplicado. Urdaneta y col. [25],
utilizaron 0,005 ua mientras que en este trabajo se usé 0,001
ua. Sin embargo, es necesario hacer un estudio detallado
de la influencia del campo sobre la hiperpolarizabilidad
considerando el estado de la molécula. Esta tendencia se
mantiene para los resultados de y__ .
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El valor experimental, obtenido mediante la técnica
EFISHG, y reportado por Cheng y col. [18], es 29,809 ua.
El funcional CAM-B3LYP gener6 el valor mds cercano
a la propiedad experimental con 35 % y el resto de
funcionales se diferencian por alrededor de 40 %. Es
necesario menciona que lasegunda hiperpolarizabilidad
experimental estd influenciada por otros factores que
no se consideran en el cdlculo tedrico: contribucién
vibracional, efecto del disolvente, entre otros.

En el caso del p-cianofenol, los errores relativos con
respecto al valor experimental fueron menores que
los observados para la molécula anterior. Entre 10 y
30 %, siendo los funcionales HSEH1PBE, N125X y
MN125X los de mejor desempefio con = 10 %, y 16-17
%, respectivamente (ver tabla 3). Este resultado sigue la
tendencia mostrada por la primera hiperpolarizabilidad
para las moléculas estudiadas.

Tabla 3. Componentes del tensor de segunda hiperpolarizabilidad (yx10 ua) de p-nitroanilina y p-cianofenol.
Table 3. Second hyperpolarizability (x10° ua) tensor components of p-nitroaniline and p-cyanophenol.

Funcionala CAM-B3LYP  B97  HSEH1PBE M1 N12SX MN12SX  CAM-B3LYP  0B97 wBI7XD  HSEH1PBE M1 N12SX MN12SX
p-nitroanilina p-Cianofenol
Campos 2F
Yoo 8,40 7,40 8,60 6,80 7,60 7,80 7,60 6,80 7,50 7,80 6,00 7,10 7,50
Yow 10,60 9,40 11,80 10,20 10,20 12,00 34,10 30,20 30,90 38,00 29,20 36,60 37,00
Yz 96,20 87,50 89,00 85,60 86,80 92,50 11,40 10,20 10,40 12,10 10,20 11,40 12,20
Yooy -4.43 -4.24 -4,52 -3,53 -3,87 -4,57 -3,56 -2,88 -3,22 -3,08 -2,78 -3,10 -3,54
Yoz -4,15 2,77 -4,04 -2,89 -3,60 -4.42 -4.30 -3,63 -4,44 -4,36 -3,25 -4,26 -4,55
Yz -0,58 -0,37 -1,04 -0,20 -0,35 -1,25 -4,30 -3,53 -3,16 -3,67 -3,35 -3,61 -36,70
Yave 19,37 17,91 18,040 17,87 17,79 18,38 5,75 543 543 7,14 5,33 6,63 6,63
Campos 3F
Yoou 8,36 7,33 8,50 6,83 6,80 7,83 7,53 6,78 7,56 1,73 5,93 7,11 7,6978
Yo 10,73 8,78 11,86 10,50 9,85 12,05 34,38 30,46 30,89 37,76 29,24 36,43 36,94
Yz 96,54 95,23 89,09 85,59 86,76 92,61 11,63 10,60 10,56 12,11 10,23 11,512 12,03
Yoy -4.46 -4,39 -4,46 -3,56 -3,79 -4.49 -3,66 -2,93 -3,29 -3,01 -2,82 -3,12 -3,56
Yz 42,24 -2,69 -4,01 -2,83 -3,60 -4.43 -4,308 -3,66 -4,58 -4,35 -3,24 -4,30 -4,53
Yy -0,69 0,46 -1,06 -0,20 -0,33 -1,27 -4.47 -3,67 -3,14 -3,60 -3,37 -3,64 -3,61
Vae 19,37 17,83 18,08 17,94 17,74 18,42 5,74 547 5397,8 0,00 5,31 6588,4 6,65
Gampos 4F
Voo 8,33 7,29 8,43 6,84 1,52 7,84 7,50 6,77 7,61 7,70 5,88 7,12 7,82
Vo 10,81 9,60 11,88 10,70 9,60 12,07 34,56 30,66 30,89 37,59 29,26 36,32 36,92
Yoz 96,75 87,30 89,09 85,57 86,66 92,62 11,77 10,85 10,67 12,12 10,26 11,60 11,91
Yooy -4,476 -4,48 -4.41 -3,59 -3,74 -4.45 -3,71 -2,97 -3,33 -2,97 -2,84 -3,13 -3,57
Yraz -4,26 -2,65 -3,99 -2,19 -3,60 -4.43 -4,27 -3,68 -4,67 -4.34 -3,23 -4,33 -4,51
Yoz -0,76 -0,51 -1,06 -0,20 -0,32 -1,28 -4,58 -3,75 -3,123 -3,55 -3,38 -3,66 -3,58
Yave 19,38 17,78 18,09 17,99 17,69 18,44 57,33, 5,50 5,38 7,14 5,30 6,56 6,67
Kurtz
Yoo 8,40 74,00 8,60 6,80 7,60 7,80 7,60 6,80 7,50 7,80 5,99 7,10 7,50
Yow 10,6 9,40 11,80 10,20 10,20 12,00 34,10 30,20 30,90 39,00 29,20 36,60 37,00
Yz 96,20 87,50 89,00 85,60 86,80 92,50 11,40 10,20 10,40 12,10 10,20 11,40 12,20
Yow -4,40 -4,00 -4,60 -3,50 -4,00 -4,60 -3,40 -2,80 -3,01 -3,20 -2,70 -3,10 -3,50
Yoz -3,10 -2,90 -4,10 -30,00 -3,60 -4,40 -4,30 -3,60 -4,20 -4,40 -3,30 -4,20 -4,60
Yz -0,40 -2,00 -0,10 -0,20 -0,40 -1,20 -4,00 -3,30 -3,20 -3,80 -3,30 -3,60 -3,80
Yave 19,52 18,02 18,00 17,84 17,72 18,38 5,94 5,60 5,56 7,02 5,36 6659,9 6,58
Kamada
Voou 8,36 7,33 8,50 6,83 7,56 7,83 7,53 6,78 7,56 1,73 5,93 7,11 7,70
Yo 10,73 9,53 11,86 10,50 9,85 12,05 34,38 30,48 30,89 37,76 29,24 36,43 36,94
Yz 96,54 87,38 89,09 85,59 8676 92,61 11,63 10,60 10,56 12,11 10,23 11,51 12,03
Yoy -4.43 -4.24 -4,52 -3,53 -3,87 -4.54 -3,56 -2,88 -3,22 -3,08 -2,78 -3,10 -3,54
Yz -4,15 2,77 -4,04 -2,89 -3,60 -4,42 -4,30 -3,63 -4,44 -4,36 -3,25 -4,26 -4,55
Yy -0,58 -0,37 -1,04 -0,20 -0,35 -1,25 -4,23 -3,593 -3,16 -3,67 -3,34 -3,61 -3,67
Vae 19,46 17,9 18,05 17,93 17,71 18,41 5,84 5,56 547 7,080 5,33 6,62 6,62
Valores de la literatura: tedricos y experimentales
Vae 37,8b 32 25,6d 29,8¢e

*Todos los valores estan expresados en unidades atomicas (ua) de segunda hiperpolarizabilidad, 1 ua = 6,235 x 10-% C* m* J%. ® MP2/6-311++g(3d,3p) [29];* MP4/6-311++g(3d,3p) [25];' CAM-B3LYP/6-
311+++g(3d,3p) [25] EFISH [18].
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5. CONCLUSIONES

En este trabajo se hizo un estudio de las ecuaciones
de diferencias finitas para el cdlculo de propiedades
Opticas no lineales de las moléculas p-nitroanilina y el
p-cianofenol. A partir de las ecuaciones generalizadas
se obtuvieron un nuevo conjunto de ecuaciones
que regularizan el desbalance en la rejilla de calculo
observadoenlasecuacionesutilizadas tradicionalmente.
Las nuevas ecuaciones regularizan el término residual.
Los resultados muestran que las ecuaciones generan
resultados similares o mejores que aquellos obtenidos
por las ecuaciones tradicionales. Las ecuaciones
se probaron sobre un conjunto de moléculas con
caracteristicas donor-aceptor. Los resultados mostraron
que los funcionales que contienen una alta contribucién
de corto alcance mostraron un mejor desempefio para
la prediccion de propiedades 6pticas no lineales de
moléculas con una alta transferencia de carga. Los
funcionales con mejor desempefio fueron HSEH1PBE,
N125X y MN12SX.
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