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RESUMEN

Este articulo fue escrito como una contribucién didactica para los estudiantes del curso de Matematicas de la Universidad
Auténoma del Caribe y en la Institucién el Cinvestav IPN de la ciudad de México, para la utilizacién de herramientas tec-
noldgicas tales como los Software de geometria dindmica. Son las primeras pruebas implementadas en el aprendizaje del
drea matemadtica en dichas instituciones, en la que participaron 10 estudiantes del tercer semestre de ingenieria. Sus edades
fluctuaban entre los 17y 20 afios. En el periodo de la experimentacién todos estaban cursando la asignatura de matematicas
III. A nivel de esta investigacién descriptiva, se explorar el aprendizaje para solucién de problemas del dlgebra con Cabriy
los tres niveles de aprendizaje propuestos por Pluvinage.
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ABSTRACT

This paper was written in preparation for the students University Uniaténoma del Caribean Colombia and Cinvestav' I[PN
México City . Which allows them to use technological tools such as the software dynamic geometre They are the first tests
implemented in the learning of mathematical area in such institutions, and with this descriptive research, at 10 the third
semester of engineering students participated it. Their ages ranged between 17 and 20 years. In the period of experimentation
all were studying the subject of Mathematics III .In this talk, I will explore problem of algebra with Cabri it is interesting in

the three levels of learning proposed for Pluvinage.

Key words: conjecture; dinamic software; education; solven problems

Introduccién

Se describe en este articulo el procedimiento utilizado en la
investigacién, en cuanto a la forma en que fueron tomados los
datos. Se proporcionan elementos basicos y necesarios para
analizar y detallar las caracteristicas principales de los alumnos
en cuanto al uso de Software dindmico en la solucién de pro-
blemas de tipo geométrico; indicando el objetivo principal de
cada actividad. Las tareas que fueron utilizadas en este estudio
y la forma en que fueron abordadas por los alumnos, también
constituye un elemento importante de comprensién y andlisis
en el disefio metodolégico.

Ademas de exhibir aspectos relacionados con los sujetos par-
ticipantes en esta investigacion, es de interés documentar los
procesos de argumentacién de ellos para el anélisis global del

: Investigation Center of Studies advanced

concepto de solucién dado por los alumnos, cuando resuelven
un problema matematico con software dindmico.

Aspectos metodologicos

Investigacién de tipo descriptiva en la que participaron 10
alumnos tercer semestre de ingenieria. Sus edades fluctuaban
entrelos 17y 20 afios. En el periodo dela experimentacién todos
estaban cursando la asignatura de matematicas I1I. La eleccién de
los alumnos fue voluntaria; es decir, no estuvo determinado por
un grupo de alumnos que tuvieran un alto nivel de conocimiento
matematico, pero si conocian los métodos usuales que requiere un
sistema de ecuaciones lineales para ser resuelto. Los 10 alumnos
participaron durante cinco sesiones de 2 horas cada una (cinco
actividades en total) todos asistieron a las cinco sesiones.
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Planteamiento del Problema

Dado el avance tecnoldgico, en el dmbito educativo, es posible
plantearse preguntas como la siguiente: ;cémo influye la tec-
nologia en la ensefianza y el aprendizaje de las matemadticas?
Para tratar de responder esta pregunta se han realizado varios
trabajos relacionados con diversas tecnologias, enfocados a la
enseflanza y el aprendizaje de las matemadticas. Por ejemplo,
Kieran y Guzmén (2003) afirman que en la investigacién sobre
el uso de tecnologia en el aprendizaje-ensefianza de las mate-
maticas se estd realizando de dos distintas maneras: la primera
estd relacionada con el disefio de actividades, y la segunda, con
el desarrollo de éstas (p. 41).

Por otra parte, Verillon y Rabardel (2005) estiman crucial que los
profesores comprendan el disefio de actividades y contribuyan al
florecimiento de esa sinergia entre el alumno y la tecnologia (p.
2). Las afirmaciones anteriormente sefialadas enfatizan diversos
aspectos relacionados con el uso de herramientas tecnolégicas,
que permiten analizar interacciones entre alumnos y maestros,
cuando son utilizadas; por ejemplo: de la calculadora o la com-
putadora para interpretar por medio de una gréfica el concepto
de la primera y segunda derivada en calculo diferencial, o en
la enserianza del 4lgebra, cuando se trata de resolver sistemas
de ecuaciones lineales con dos incégnitas mediante el uso de
software dindmico.

Asi, enlos tltimos afios se han realizado investigaciones concer-
nientes al uso delas herramientas tecnoldgicas en la enseflanza y
aprendizaje delas matematicas (Mariotti, 2003; Verillon y Rabardel
1995; Guzman y Kieran; 2002, Kieran y Guzman 2003; Artigue,
2001; Guin and Trouche, 1999; Lizarazo y Garcia, 2011; Lagrange
etal., 2000, entre otros). Guin y Trouche (1999) mencionan, en
forma resumida, que el uso de herramientas tecnolégicas: “le da
a los alumnos la oportunidad de solidificar y ampliar sus cono-
cimientos mateméticos [...] y pueden estimular el aprendizaje
de las matemaéticas en los alumnos” (p. 705).

Sin embargo, Horgan (1993, p. 47) afirma que la comunidad
matemdtica contintia considerando a las computadoras como
invasoras, intrusas en el campo de la ensefianza y el aprendizaje
de las matemadticas. Sin lugar a dudas, este tipo de opiniones
afecta directamente las investigaciones relacionadas con la
ensefianza y el aprendizaje de las matemadticas en alumnos de
cualquier nivel educativo.

Presentacion y andlisis de la naturaleza del estudio y
los desarrollos de los estudiantes, mediante el uso de
Software dinamico

Es de interés fundamental describir y analizar en esta investi-
gacion el concepto de solucién que aportan los alumnos cuando
resuelve un problema de matematicas III, mediante el uso de
Software dindmico. Para llevar a cabo el desarrollo de las acti-
vidades y lograr tener evidencias del trabajo de los alumnos, se

debié filmar cada una delas sesiones estipuladas; estas evidencias
permitieron comprender mejor los procedimientos descritos por
cada grupo de alumnos, ya que ellos, al resolver el problema con
el software, verificaban la solucién con papel y lapiz, tal como se
observa en el siguiente grafico:

Figura 1. Verificacién de solucién en el papel

A= 1-x*
4\, —x
V-2
15X -2
i, |
=1 —7’#
1.1. Escriba la solucién de la cid JQ _bsu._ﬁn_\ﬁm_c —

1.2. Verifique con CAS la solucién encontrada:

Haciendo referencia a la importancia del uso de los recursos
informaticos en los procesos de ensefianza-aprendizaje de la
matematica, los alumnos tuvieron la oportunidad de trabajar
actividades que les permitieron:

+  Razonar sobre el significado geométrico y algebraico de los
sistemas de ecuaciones lineales y no lineales, y relacionar las
soluciones de estos con el significado simboélico y geométrico.

Aqui los alumnos tuvieron la oportunidad de explorar, con el
software dindmico, conjeturas relacionadas con el concepto
solucién de sistemas de ecuaciones lineales y no lineales, y
utilizar argumentos matematicos, que les permitieron explicar
o justificar resultados obtenidos mediante la experimentacién
como se muestra en la figura 2.

Figura 2. Graficando en el papel explican ojustifica el resultado obtenido
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Interiorizar una conducta que los llevé a la necesidad de com-
probar el concepto de solucién, cuando resuelven un sistema de
ecuaciones por métodos algebraicos y cuando lo hacen a través del
software dindmico, antes de hacer una prediccién de un posible
resultado que los aleje o los acerque a la solucién.

Puede suceder que el alumno, usualmente, domine los tres méto-
dos algebraicos para resolver un sistema de ecuaciones lineales,
pero al momento de escribir las ecuaciones en la calculadora TI-
92 sucede que aparece en la pantalla de la CAS una de las cuatro
opciones descritas:

Figura 3. Resultados obtenidos con calculadora TI-92 ( CAS)

vl oc:nTrace Ogl"“aph at:h ;uv/ it

) 1
X

_Xc:2.18487 |} 9ci6.86398

FIAIN RAD AFFEOX FUNC

. observa las graficas, pero no el punto de interseccién;
. observa unicamente el plano cartesiano;

. observa una gréafica;

. observa el punto de interseccién;

B W N R

Aqui, es importante darle al alumno argumentos relacionados
con los comandos que trae incorporados el software y la funcién
que cumple cada uno de ellos, para que desarrolle estrategias y
le facilite una mejor comprensioén en el desarrollo de la tarea.

+  Usar software dindmico en todas las actividades propuestas,
ya que de este aspecto dependié el éxito o el fracaso de los
alumnos de este estudio.

+  Desarrollar una actitud critica de los alumnos respecto de los
resultados que se obtienen al usar la calculadora y reafirmar
el papel fundamental del alumno como elemento racional
frente a la automatizacién de la misma.

Se pretende generar en el alumno una actitud de responsabilidad
y coherencia en sus respuestas; es decir, cuestionar por qué él
considera que su respuesta es correcta, y no aceptar la primera
respuesta automatica fuera de contexto que se le pueda ocurrir,
para “salir del paso”. Esta situacién depende del experimentador,
quien debe ser cuidadoso en hacer los comentarios pertinentes,
y asi evitar cualquier mal entendido que pueda perjudicar el
proceso de investigacién:

La falta de autoevaluacion en los procesos realizados por un
alumno en un contexto de papel y ldpiz, puede ser complemen-
tada en un ambiente de papel, ldpiz y microcomputadora. Esta
ultima, en muchos casos, permite visualizar el error, permitiendo
una revision de su proceso para una mejor aproximacién en la
resolucion de un problema. (Hitt, 2006, p. 42)

La incorporacién de las tecnologias en el proceso de ensefianza
y aprendizaje de las matematicas no puede dejar fuera el analisis
de los diferentes usos que se le pueda dar en esta disciplina, sus
ventajas y limitaciones.

+ Incentivar a los alumnos mediante las actividades que en-
cuentren la solucién de problemas a través de los métodos
usuales y el uso de los recursos tecnoldgicos; explicar c6mo
lo entiende el alumno.

El desarrollo tecnoldgico en las tltimas tres décadas no fue
asimilado completamente por el sistema educativo. Posible-
mente, se deba ala carencia de estudios serios sobre maneras
eficientes para utilizar la tecnologia en la educacién, que nos
muestre sus aciertos asi como sus desventajas, y con ello crear
una infraestructura de apoyo al profesor de matematicas para
que pueda hacer un buen uso de la tecnologia en el aula de
matematicas. (Guzman, et. al., 2002, p. 114).

Una buena actividad le facilita al alumno desarrollar sus con-
jeturas, y asi mismo ver conexiones que le permiten resolver
otros problemas. Hacer matemadticas implica que uno se ocupe
de problemas, pero a veces se olvida que resolver un problema
no es mas que parte del trabajo que se esté llevando a cabo; en-
contrar buenas preguntas es tan importante como encontrarles
soluciones.

+  Desarrollar sus habilidades mediante el uso por ejemplo de
la calculadora T1-92. La calculadora TI-92 se convierte en un
artefacto de ayuda, principalmente, para los alumnos con
deficiencias en procedimientos algebraicos. Por ejemplo,
cuando resuelven ecuaciones de segundo grado por métodos
de factorizacién confunden la expresion 3x? con 2x+ x.

+  Compararlos resultados obtenidos con el software dindmico
que trae incorporadola CAS mediante el uso de papel y lapiz.

+  Fomentar la actividad de traduccién de un problema alge-
braico a uno de tipo grafico, con el objeto de hallar soluciones
diferentes de un mismo problema.

Es posible que para algunos alumnos la calculadora TI-92 les
sea completamente desconocida; claro estd dependiendo de la
escuela donde estudia. Entonces, cuando resuelven un sistema
de ecuaciones por métodos algebraicos ya tienen mecanizado
el procedimiento para encontrar la solucién, y cuando intenten
resolverlo con ayuda de la calculadora TI-92, se pueden confundir

106



Escenarios » Vol. 10, No. 2, Julio-Diciembre de 2012, pdgs. 104-110

con la solucién a pesar de que los resultados sean los mismos o
varien significativamente.

+  Desarrollar el trabajo en equipo, de tal manera que cada uno
de los integrantes pueda comunicar sus resultados.

Es importante sefialar que el trabajo en grupo es benéfico, pues
la comunicacién permite a los alumnos compartir y corregir
las tareas que ejecutan, y asimismo tienen la oportunidad de
comparar sus resultados.

Los puntos sefialados anteriormente, “inducen a pensar que los
alumnos ubiquen el aprendizaje de las matematicas, como una
actividad util, que no se reduzca a la memorizacién de concep-
tos y procedimientos” Lizarazo (2005 p. 4). Ademas, con estos
puntos se pretende formular preguntas y encontrar relaciones
en cada una de las actividades que se vayan a disefiar; por lo que,
es posible dar una justificacién o prueba de la conjetura, por esta
razén en esta investigacién fue necesario utilizar los tres niveles
de aprendizaje planteados por Pluvinage, F. (2004):

1. Nivel de entrada, sirve como instrucciones bésicas para
que el estudiante entre a la actividad tanto en sus aspectos
vinculados con el software como en los aspectos matemati-
cos. Por ejemplo, interacciona con el software aplicando las
herramientas del mismo, cuando traza un circulo y coloca
un punto sobre un objeto.

2. Nivel de exploracion: aqui el estudiante puede identificar
relaciones entre objetos y explorar las retroalimentaciones
del software. Trabaja a este nivel, por ejemplo, cuando solicita
a Cabri el lugar geométrico de un objeto que se mueve pero
su trayectoria depende de otro.

3. Nivel de estudio matematico En esta investigacion par-
ticiparon estudiantes del tercer semestre de ingenieria.. En
el periodo de la experimentacién todos estaban cursando la
asignatura de matemadticas III. No requeria que los alumnos
tuvieran un alto nivel de conocimiento matematico, pero si
conocian los métodos usuales que requiere un sistema de
ecuaciones lineales para ser resuelto. Los 10 alumnos parti-
ciparon durante cinco sesiones de dos horas cada una (cinco
actividades en total) todos asistieron a las cinco sesiones. Las
dos primeras actividades fueron abordadas individualmente
y las otras tres en grupos de tres alumnos en este ultimo el
estudiante, a partir de la observacién y con la comparacién
se puede formular conjeturas y validarlas matematicamente,
para cual se explicita lo siguiente:

En un primer ensayo cuando abordaron el problema de la pista
de carreras (problema 12., P. 91) del texto guia, se pudo obser-
var que el estudiante dnicamente hace uso de papel y lapiz los
cuales se limitan a recordar férmulas para tratar de modelar el
problema a una ecuacién de primer o segundo grado y llegar a
la respuesta lo mas rdpidamente posible.

Schoenfeld (1987) afirma que: “una hipétesis bdsica consiste, en
que a pesar de su complejidad, las estructuras mentales de los
alumnos pueden ser comprendidas y tal comprension ayudard a
conocer mejor los modos en que el pensamientoy el aprendizaje
tienen lugar”(p. 420).

Siestas estructuras se refuerzan con otros recursos tales como: un
software de geometria dindmica, pueden llegar a ser herramientas
interesantes para los alumnos en el proceso de aprendizaje de
las matematicas.

Propuesta implementada

Lapropuesta delos estdindares del NCTM? (2008) enuncia varios
procesos del quehacer matemadtico como ejes de la propuesta cu-
rricular, para que los docentes la consideren y les permita mejorar
los procesos de aprendizaje en los alumnos del nivel medio supe-
rior (p. 53). Ahora bien, ;por qué se cree que pueden producirse
cambios en la forma de ensefar y aprender matematicas con las
nuevas tecnologias intelectuales principalmente con la CAS?

La respuesta se fundamenta en los sistemas de representacion
que ofrecen estas tecnologias: dindmicos y con la posibilidad de
establecer una mejor correspondencia entre el universo visual
y el numérico (L6pez, 2003, p. 6). Este tipo de andlisis no pro-
porciona una base adecuada para el estudio de los sistemas de
ecuaciones lineales y no lineales mediante el uso de la CAS, ya
que no se percibe la conexién entre los métodos tradicionales y
el concepto solucién, que puedan darlos alumnos conla CASyla
relacién que existe con lapiz y papel; sin embargo, es considerada
para motivar la investigacién en la recoleccién de datos.

Seles presentd el siguiente problema a los estudiantes tomados
del texto guia. La figura 4, muestra una pista de carreras donde
la parte interior consiste de un rectangulo que es dos veces mds
largo que el ancho y de dos semicirculos. La pista es de 7 metros
de ancho y el tartan que se necesité para recubrirla fue de 1354
metros cuadrados. Encuentra las medidas del radio interior de
los semicirculos. Para facilitar las cuentas se toma la aproxima-
ciénp =22/7

Figura 4. Esquema de una pista de carreras, para un

problema matemadtico propuesto

National Council of Teacher of Mathematics
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1. Procedimiento algebraico Figura 6

Como piden calcular el radio t, se tiene entonces que los lados E P

del rectdngulo son 2r y 4r. Por lo tanto el 4rea de la pista cubierta

por el tartan es: Figura 7. Parte de la construccién solucién

4r(2r +14) + p.(r + 7)2 4r2r + 14) + p.(r + 7)2 — (4r(2r) + pr2) =
13548r2 + 56r +pr2 +14pr+49p-8r2 =135456r + 14pr + 49p =
1354 seremplazap por 22/7 56r + 14(22/7)r + 49(22/7) = 1354.
Asique:100r + 154 =1354100r - 154 =1354-154 100r =1200
dividiendo la ecuacién entre 100 se tiene entonces que r = 12m

2. Procedimiento para construir la pista de carreras con
software dinamico

Con este procedimiento se pretende mostrar una forma de cons-
truirla pista de carreras el cual permite al estudiante ir analizando
cada paso para llegar a una posible solucién:1. Trace un segmento
de recta y sobre dicho segmento ubique un punto sobre objeto
P.2. Calcule la longitud del segmento desde el extremo A hasta
el punto sobre objeto P.

Con transferencia de medidas trasladelalongitud del segmento
AB, y con centro en uno de los extremos trace una circunferencia,
de tal manera que el radio de la circunferencia sea lalongitud del
segmento AP, podras analizar que cuando mueve el punto P el
radio varia.4. Ahora trace una recta que pase por el centro de la
circunferencia y con punto de interseccién construya el ancho
del rectangulo 2r. Para construir el largo del rectangulo trace
dos circunferencias haga centro en cualquiera de los extremos,
y para trazar el ancho del rectdngulo encuentre los puntos de
interseccién de la perpendicular con la circunferencia. Con un
procedimiento analogo, se construye el otro extremo de la
pista, trazando arcos y ocultando las circunferencias y las rectas
perpendiculares entre otros elementos. El ancho se traza con
edicion numéricay transferencias de medidas, esimportan-
te, trazar los circulos para encontrar los puntos de interseccién
donde se pueda ver la variedad del ancho de la pista, se hace
algunos procedimientos aritméticos sobre la diferencia de las
areas, tanto de los circulos como de los rectdngulos; y asila pista

[
queda funcionando perfectamente.
)
4. Construcciéon
2r
Figura 5 h

Ameho es Tmt

Figura 8. Continuacién

Pi=227 Diterencia
3 Tartan= 1364 E:II’E':::!I de de lag
mrt - Breas d
Zeunl es el encuenira Resultado: 62,45 em® Iuad.o: Resulado: 3451 cm*
radla? sumando 07 + drcalos
D2 o1
2r
Para encontrar Para conscer
: m.:;:\.;)n « r= 175 em elanchodela
o pleta hoge 2 Diferenci de
doble dic en las Sreas de
el valor de & oz dos Resullado: 27,94 em®
rectingulos
D2
[
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Pista de atletismo:
- Para escoger su ancho, marca un doble clic en el valor.
- Para biar el fio de la ha, desplaza el punto A.

Ancho de la pista en em: 1,25

Area de la pista: 29,12 cm?

6. Funcionamiento del problema

Para conocer el ancho dela pista haga clic dos veces en Ay podras
ver como el problema se dinamiza y se puede visualizar todos
los elementos que intervienen en el mismo.

Moveria el ancho de la pista para N = 0, 0.1, 0.2,..., n metros
De igual forma el 4rea de la pista varia moviendo el punto P, en
funcién del radio, pues tanto el area de los rectingulos como
de los dos semicirculos dependen de que tan grande o pequerio
sea r. Segun Bosch, el programa de matemadticas esta orientado
en la resolucién de problemas. La habilidad de los estudiantes
pararazonar, resolver problemasy emplear las matematicas para
comunicar ideas sélo podra ser desarrollada, si los estudiantes
participan activa y frecuentemente en estos procesos. Para Pluvi-
nage (2003) es importante hablar de los niveles de aprendizaje a
través de la computacién sobre objetos matematicos y conceptos.

7. Preguntas 1. ;Qué sucede en el problema si varia el ancho
de 7 a 2.5 metros en la pista ;se puede afirmar que el radio es 6
metros? 2. Suponga que desconoces el ancho de la pista y esta
cubierta por 1354, 1300 y 1250 metros, si el radio es de 12
metros se puede esperar que estos valores no afecten el ancho
de la pista? Explique grafica y analiticamente.3. Encuentre una
ecuacién general para un ancho cualquiera que resuelva cualquier
area de una pista de carreras.

Conclusion

El empleo del enfoque que plantea Pluvinage en cada actividad,
para realizarlas en un curso como “La computadora en el apren-
dizaje de las matematicas” resulté ser pieza fundamental para
poder aplicar los tres niveles de aprendizaje en la resolucién de
problemas matematicos, como fueron: Nivel de entrada, Nivel
de Exploracién y Nivel de estudio matemadtico. Y como este tipo
de anélisis si proporciona una base adecuada para el estudio de
los sistemas de ecuaciones lineales y no lineales mediante los
sistemas de representacién que ofrecen estas tecnologias, como
herramientas que aportan al aprendizaje con una dindmica que

posibilita el establecer una mejor correspondencia didéctica entre
el universo visual y el numérico (Lépez, 2003, p. 6).
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