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RESUMEN

En la actualidad las Tecnologias de la Informacién y Comunicacién (TIC) han tomado relevancia en
las practicas del profesorado de matemidticas, lineamientos nacionales han exigido que esta sea una
competencia integrada en los licenciados. No obstante, dado la flexibilidad en el pais con respecto a que
cualquier profesional con formacion a fin a la licenciatura en Matemdtica puede ejercer como profesor,
impide que los profesores en ocasiones utilicen los recursos tecnolégicos de manera efectiva y acorde a
las necesidades educativas de hoy dia. Asi, el objetivo de esta investigacion es caracterizar el conocimiento
especializado del profesor de matematicas que ensefia la modelacién de la hipérbola y sus partes mediante
las TIC. El enfoque de esta investigacion es cualitativo, con disefio estudio de caso de tipo instrumental, se
utilizan el cuestionario y la observacién no participante como técnicas de recoleccion de la informacion a
un profesor que ensefia mateméticas en décimo de la media-secundaria utilizando las TIC, especialmente
el software GeoGebra. Entre las relaciones halladas en esta investigacion se tiene el conocimiento de
las practicas y ensefianza de la matemética como aproximacion a la modelacion grafica de la hipérbola
mediante GeoGebra.

Palabras Clave: Conocimiento especializado, profesor de matemdticas, Tics, hipérbola, enseiianza de las
matemdticas.

Characterization of the specialized knowled-

ge of the teacher who teaches the hyperbola
through ICT

ABSTRACT

Currently Information and Communication Technologies (ICT) have become relevant in the practices
of mathematics teachers, national guidelines have demanded that this be an integrated competence in
graduates. However, given the flexibility in the country that any professional with training for a degree in
Mathematics can work as a teacher, it prevents teachers from using technological resources effectively
and according to today’s educational needs. day. Thus, the objective of this research is to characterize
the specialized knowledge of the mathematics teacher who teaches the modeling of the hyperbola and
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its parts through ICT. The approach of this research is qualitative, with an instrumental type case study
design, the questionnaire and non-participant observation are used as information collection techniques
to a teacher who teaches mathematics in tenth of secondary school using ICT, especially the GeoGebra
software. Among the relationships found in this research is the knowledge of the practices and teaching of
mathematics as an approximation to the graphic modeling of the hyperbola through GeoGebra.

Keywords: Specialized knowledge, mathematics teacher, Itcs, hyperbole, mathematics teaching.

Caracterizacio do conhecimento especializa-
do do professor que ensina a hipérbole atra-

vés das TIC

RESUMO

En la actualidad las Tecnologias de la Informacién y Comunicacién (TIC) tem tomado relevancia nas
préticas do professor de matemitica, lineamientos nacionais tém exigido que esta seja uma competéncia
integrada nos licenciados. No entanto, dada a flexibilidade no pais com respeito a que qualquer
profissional com formagdo a fim de licenciatura em Matemética pode exercer como professor, impede
que os professores em ocasides utilizem os recursos tecnolégicos de maneira eficaz e acordem com as
necessidades educativas de hoje dia. Assim, o objetivo desta investiga¢do é caracterizar o conhecimento
especializado do professor de matemadtica que ensefia a modelagdo da hipérbole e sus partes através das
TIC. A abordagem desta investigacdo é cualitativa, com design de estudo de caso de tipo instrumental,
se utiliza 0 questiondrio e a observacdo ndo participante como técnicas de coleta de informagdes a um
professor que ensina matemdtica em décimo da midia secundaria utilizando as TIC, especialmente o
software GeoGebra. Entre as relagdes apresentadas nesta investigaco se tem o conhecimento das praticas
e enseflanza da matemética como aproximacdo a modelagem grafica da hipérbole por meio do GeoGebra.

Palavras-chave: Conocimiento especializado, professor de matemdticas, Tics, hipérbola, ensefianza de las matemdticas.

1. Introduccién

En los dltimo tiempos, a nivel mundial, programas de formacion del profesorado han sufrido
reestructuraciones en sus curriculos, la necesidad de que estos incluyan con mayor frecuencia las TIC
como competencia inmersa en las précticas del profesional que se pretende formar ha sido sugerido
por organismos internacionales como La Organizacién de las Naciones Unidas para la Educacion,
la Ciencia y la Cultura (Unesco) y la Organizacion para la Cooperacion y el Desarrollo Econémico
(OCDE), quienes aseguran que estas herramientas son claves en la transformacion de los sistemas de
educacion en el fortalecimiento de los resultados de aprendizaje en los estudiantes, dado su facilidad
para evaluar de manera formativa, orientada y cooperativa. Por lo que se considera las TIC como una

competencia fundamental del profesorado del siglo XXI (Unesco, 2017; OCDE, 2019).

De acuerdo con la anterior, la educacién matematica no ha sido la excepcién, ya que distintos recursos
tecnolégicos han surgido para potenciar el quehacer y las pricticas pedagégicas de los profesores
(Granados-Ortiz y Padilla-Escorcia, 2021). Ante esto, es relevante que los profesores conozcan y
apliquen las TIC en la ensefanza de las matematicas, de manera que el uso de estas herramientas y/o
recursos facilite la conceptualizacion y habilidades de los estudiantes en el aprendizaje, particularmente
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el que se basa en problemas del mundo real y como apoyo diddctico para el profesorado en la ensefianza
innovadora de las matematicas (Padilla-Escorcia, Conde-Carmona y Tovar-Ortega, 2022; Stein,
Gurevich y Gorey, 2020; Padilla-Escorcia y Conde-Carmona, 2020; Chizwina y Mhakure, 2018).

Aparte, las TIC permiten elaboran representaciones y simulaciones por computadoras como apoyo al
aprendizaje basado en modelos, de modo que los estudiantes pueden interpretar conceptos matematicos
y cientificos de manera més elaborada. Por lo que software matemdticos como Geogebra son relevantes
en este tipo de situaciones del dlgebra, la geometria y el calculo dada su funcionalidad interactiva en la
ensefianza de esta drea del conocimiento (Hillmayr et al., 2020).

Ahorabien, siguiendo esamismalinea, en educacion matematica han sido propuesto diversos modelos que
describen el conocimiento especializado con el que debe contar todo profesor que ensefia mateméticas.
Asi, es interesante que en Carrillo et al. (2013) y Carrillo et al. (2018) se propone un modelo que
engloba no solamente el saber matematico especializado del profesor, sino también su conocimiento
did4ctico del contenido. Este es, el conocimiento especializado del profesor de matematicas, en inglés
Mathematics Teacher’s Specialised Knowledge (MTSK), que considera dtil para la profesionalizacion
del profesorado de matemiticas en términos de su conocimiento especializado (Advincula et al., 2021).

El ¢je central del modelo estd determinado por dos dominios que caracterizan el conocimiento
matemdtico y el conocimiento diddctico del contenido del profesor de matematicas. Lo cual guarda
relacién con esta investigacion, ya que mediante este modelo de conocimiento, es posible analizar el
quehacer de un profesor que ensefa contenidos de las matematicas escolares, usando mediaciones
tecnoldgicas. Un ejemplo de esto, han sido las investigaciones recientes realizadas por Padilla-Escorcia
(2022), Padilla-Escorcia y Acevedo-Rincon (2021), Padilla-Escorcia y Acevedo Rincén (2022) y
Padilla-Escorcia, Acevedo-Rincén y Montes-Navarro (2023), que han estudiado las caracteristicas de
conocimiento especializado del profesor de matemadticas que ensefia contenidos de las matematicas
como las funciones trigonométricas y secciones cénicas como la elipse y la circunferencia. En ese
orden, esta investigacion pretende encontrar las relaciones que realiza el profesor de matematica entre
la propia matemdtica, especificamente en el contenido correspondiente a la seccién cénica hipérbola
y sus partes, con el componente pedagégico del mismo, de manera que se pueda explorar acerca de si
dicho conocimiento del profesor estd alineado a las necesidades educativas de hoy, con respecto a que
el profesor que ensefia matemiticas utilizando este tipo de herramientas debe hacerlo con fines de una
ensefianza mds practica que a lo que estdn acostumbrados los estudiantes (educacion tradicional)

EL MODELO MTSK

Esta investigacion estd fundamentada en el modelo del conocimiento especializado del profesor de
matematicas (MTSK), el cual abarca el dominio del conocimiento matemitico (MK) que necesita
un profesor para ensefiar matemadtica, y que estd arraigado al conocimiento del profesor acerca de
los contenidos que ensefia, asi como de cualquier actividad que desarrolle y que trasciende al ser un
conocimiento superior al que se espera desarrollen los estudiantes. Asi mismo, el conocimiento de la
naturaleza de la cual se derivan cada contenido de las matematicas (Carrillo et al, 2018; Advincula
et al, 2021). Por su parte, el conocimiento didactico del contenido (PCK), que es el conocimiento
del profesor sobre los contenidos en los procesos de aprendizaje y ensefianza de las matemiticas,
considerdandose este dominio del profesor como aquel que distingue la comprensién como especialista
del contenido al ser profesional de la materia, si se compara con la del pedagogo (Munoz, Lifian y
Ribeiro, 2017; Montes, 2015). Estos dos dominios: MKy PCK se subdividen en tres subdominios cada
uno como se observa a continuacién en la Figura 1:
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De acuerdo con la Figura 1, se tiene que en Figura 1. Modelo del conocimiento especializado del
profesor de Matematicas

la parte izquierda del modelo se encuentra el
dominio de conocimiento de las matematicas
(MK), el cual incluye 3 subdominios que son:

conocimiento de los temas (KoT'), conocimiento
KMT
Knowledge of

Mathematics teaching

KoT

Knowledge of
topics

de las estructuras matematicas (KSM) y
conocimiento de las pricticas matemadticas
(KPM). Por su parte, a la derecha del modelo
se ubican los subdominios del conocimiento

KSM KFLM

1 1
diddctico del contenido (PCK), que incluye Knowledgeofthe | 1 i
.. .. Structure of 1 1 .
el conocimiento de las caracteristicas de i Learning
Mathematics ! Mathematics

aprendizaje de las matematicas (KFLM), =7
”  KMLS

Mathematical Knowledge

conocimiento de la enseflanza de las

93pajmou)| Juauo) [ea18o08epad

L. L. Knowledge of
matemdticas (KMT) y el conocimiento de Khcuteden.ot Mathematics
Learning Standards

Mathematics

los estandares de aprendizaje (KMLS). En el
centro del modelo se encuentran las creencias
del profesor tanto de la matematica pura, como

de la ensefianza y aprendizaje de las mismas,

Fuente. Carrillo et al. (2018)

ligadas a su experiencia y practica diaria.

Subdominios del conocimiento matematico (MK)

Del MK, se tienen los subdominios: (i) conocimiento de los temas (KoT), que se define como el
conocimiento de los contenidos matemadticos que ensena el profesor de manera fundamentada, esto
es el: ¢como?, ¢por qué? Y ¢para qué? De las ideas matematicas que este quiere que sus estudiantes
comprendan, pero de manera mds desarrollada. Incluye las categorfas de fenomenologia y aplicaciones,
procedimientos, definiciones, propiedades vy registros de representacion (Flores et al., 2014;
Espinosa-Visquez, Zakaryan y Carrillo, 2018); (ii) conocimiento de las estructuras matemdticas (KMS),
que corresponde al conocimiento del profesor para realizar conexiones entre los contenidos de las
matemadticas que ensena independientemente del nivel de escolaridad en el que se encuentre. Esto
es, de grado superior o inferior al contenido que se esté ensefiando, de modo que, estds conexiones
simplifiquen o complejicen una temdtica en particular propia de las matemdticas (relaciones
interconceptuales e intraconceptuales) (Montes y Carrillo, 2017); y (iii Jconocimiento de las prdcticas
matemdticas (KPM), que es el conocimiento del profesor acerca de la validez en matemdticas, tipos
de demostraciones, las formas de proceder, asi como précticas de su quehacer como la modelacion y
generalizacion matemédtica (Montes y Carrillo, 2017; Lima, 2017).

Subdominios del contenido didactico-pedagégico del contendido (PCK)

El dominio PCK incluye los siguientes subdominios: (i)conocimiento de las caracteristicas de aprendizaje
de las matemdticas (KFLM), el cual es el conocimiento del profesor acerca de las dificultades que
presentan sus estudiantes para aprender matematicas, asi como sus motivaciones e intereses, basado
en sus propia experiencia o teorfas institucionalizadas de la educacién matematica (Carrillo et al, 2018);
(ii) conocimiento de la ensefianza de las matemdticas (KMT), es el conocimiento del profesor acerca
de la potencialidad de estrategias, recursos, ejemplos, actividades y tareas en la ensenanza de los
contenidos de matematicas, apoyados en teorfas en Educacién Matematica o de la propia experiencia
de la practica del profesor (Montes, Contreras y Carrillo, 2017); y (iii) conocimiento de los estandares
de aprendizaje de las matemdticas (KMLS),que se define como el conocimiento del profesor acerca del
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nivel de profundizacién con el que debe ser abordado un contenido por los estudiantes dependiendo al
nivel de escolaridad en el que se encuentren, basado en organismos nacionales e internacionales como
del Instituto Colombiano para la Evaluacién de la Educacion (ICFES) y del Informe del Programa
Internacional para la Evaluacion de Estudiantes (PISA) que determinan las competencias a desarrollar
por los estudiantes de acuerdo al grado en el que se encuentren.

2. Metodologia

Esta investigacion se desarrolla bajo un enfoque cualitativo Stake (2010), ya que busca describir,
interpretar y analizar el conocimiento especializado del profesor para modelar las partes de la hipérbola
mediante el software especializado GeoGebra como herramienta para la ensefanza de las matematicas.
Para esto, se realiza un disefo de estudio de casos de tipo instrumental (Stake, 2005), debido a que,
a partir del estudio de una situacién tnica, se busca comprender la realidad de ensefiar matematicas
escolares utilizando la tecnologia. Las técnicas de recoleccion de datos en esta investigacién son:
(i) cuestionario al profesor, cuyo objetivo consistia en conocer de la formacion profesional en TIC,
implementacion de recursos TIC en su prictica pedagdgica y acercamientos al modelo MTSK del
profesor participante. Es importante sefialar que este cuestionario se aplic6 previo a las observaciones
de clase, para asi, identificar el potencial del profesor para usar las TIC, eje central de la investigacion;
y (i) observaciones no participantes en la modalidad presencial y virtual-remota, las cuales fueron 13. Sin
embargo, para términos de este estudio, se centrd la atencion en los episodios en los cuales el profesor
ensefiaba la hipérbola y sus partes utilizando recursos tecnoldgicos como medio.

Por otra parte, esta investigacion tuvo escenario en una institucion de cardcter privado de la ciudad
de Barranquilla-Colombia, con un profesor de matematica del grado décimo con conocimiento del
software GeoGebra, ya que durante 3 afos lo habia utilizado en su prictica pedagégica. Se adapt6
el criterio de Simons (2011) para la eleccién del caso, ya que de un conjunto de casos posibles con
caracteristicas que buscaba el investigador analizar, con respecto a formacién y experiencia en la
ensefianza de las matematicas escolares utilizando TIC, el profesor Pablo (nombre ficticio) fue el
elegido, la diferencia entre Pablo y otros casos que fueron consideraron, estuvo enmarcada en que este
ademads habfa participado en eventos cientificos y publicado articulos cientificos relacionados con la
educacion matematica mediada por las TIC.

Ahorabien, en el episodio seleccionado para este estudio, el profesor buscaba representar dindmicamente
la hipérbola con centro en (0,0) y sus respectivas partes de manera grafica en Geogebra, y que a partir
de eso, existiera mayor comprension de los estudiantes en cuanto al significado de la definicién teérica
de cada una de las partes de la hipérbola expresada en coordenadas. Asi, en este estudio, el andlisis
se centra en los subdominios de conocimiento de los temas (KoT) y conocimiento de la ensenanza
de las matematicas (KMT), ademds de acercamientos del conocimiento de las practicas matematicas
(KMT) que contribuyen a la caracterizacion del conocimiento especializado del profesor para ensefiar
la hipérbola y sus partes usando las TIC; por su parte, es importante recalcar que las sesiones de clase
ya habian sido planificadas previamente por el profesor.

3. Resultados

El episodio que se presenta a continuacién se desarrolla en dos momentos, en uno el profesor
representa graficamente las partes mds comunes de la hipérbola (focos, vértices, eje focal, asintotas)
en GeoGebra. En este extracto de la clase, Pablo muestra indicios de conocimiento de la potencialidad
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Estudiante B
Pablo
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Bueno y si se dan cuenta ¢qué valor seria la interseccion entre la curva o rama de la hipérbole
y el eje focal?, ¢el valor de quién? [Pausa] de los vértices, ¢si los ven?
DeV1yV2

OK, una pregunta, ¢esto no se les harfa més facil hacerlo a mano? [Pausa] ustedes dirfan si
[pausal, sin embargo pueden hacerlo de esta forma también en sus cuadernos. :Quién me
falt6?, ¢no me falté nada?, :cierto? [Pausal, tenemos nuestro centro, F1y F2, que le puedo
dar los valores aqui (obsérvese figura 2) de manera general, ese puntico verde que aparece ahf,
es nuestro foco.

Luego la interseccion de ellos (focos) serfan los vértices.

¢Qué otra parte me falta? [Pausa], bueno tenemos también el eje focal, porque pasa
exactamente por el par de focos de nuestra hipérbole. :Qué mas valor me falta colocar?
[pausa] :Quiénes son mis asintotas? Las lineas verdes, ¢cierto?

Figura 2. Representacion de las partes de la hipérbola en GeoGebra (Eje focal, asintotas, focos (F1y F2), vértices (V1 y V2)

Yy % ASINTOTAS

Fl. ! V2 a F2 EJE FOCAL.

TN

del recurso para a través de GeoGebra visualizar cada una de las partes de la seccion conica (KMT),

asi como de ejemplos que contribuyen en la ensefianza de la hipérbola (KMT) al utilizar las TIC. El

otro momento, estd enfocado en la visualizacion de otras partes de la hipérbola (eje conjugado y lado

recto), donde Pablo relaciona SUS conocimientos de los temas (KoT) con sus conocimientos de la

ensefianza de las matematicas (KMT), subdominios del MTSK para graficamente comprobar cada

una de las definiciones de estas partes de la hipérbola. En cuanto al KoT, existen acercamientos de

conocimiento de Pablo de los registros de representacion, para graficamente representar las partes de la

hipérbola a través de comandos del software GeoGebra (potencialidad del recurso), como se observa en

el siguiente dialogo que sostiene con sus estudiantes (nombrados con letras maytsculas del abecedario

para diferenciarlos entre si).

Estudiante B
Estudiante H
Pablo

Estudiante H

Pablo

Aja
Las azules
Cierto, que tengo el problema en mi vista.

Mr. una pregunta, yo encontré que la hipérbola compartia un punto en el eje x con el cuadrado,
0 sea su vértice era justamente el cuadrado

Si, es aqui si no que yo no puedo poner el valor aqui porque me queda ahi dentro, o sea mira
te voy a hacer un bosquejo y td me dices si es asf (obsérvese figura 3) y ahi tengo mi hipérbola,
¢siono? ¢Eso es lo que me dices?
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Figura 3. Ejemplificacion de las ramas de la hipérbola en Paint.

Estudiante H Si Mr.

Pablo OK, pero después yo no podia escribir la v acd dentro (figura 3) porque no se vefa o la escribfa
abajo, pero eso va ahi, de hecho lo indico como punto de interseccién, es como si yo hiciera
encima de la hipérbola un cuadrildtero que lo toque, ¢si lo ves?

Estudiante H Cierto, que tengo el problema en mi vista.

Estudiante H Efectivamente

Pablo OK, ¢ya la hicieron? (grafica), los que no lo han hecho, pueden guiarse del paso a paso.

Estudiante ] Mr. :pero entonces esto tltimo como lo vamos a dibujar?

Pablo Como tt quieras, es el mismo, lo que debes tener en cuenta es que la rama de la hipérbola
va pegada

Estudiante ] Pero yo hablo de los nombres

Pablo Ah, pero ti hablas de los nombres, cualquiera de las dos tt le colocas los nombres y ya yo los
defini en el Word.

Estudiante ]  OK dale jtodo bien!

Pablo Tt decides cudl de las dos te queda mds fécil hacer [pausa] ¢ya la hicieron?

En este episodio, se resalta que Pablo evidencia conocimiento de los registros de representacion,
categoria del KoT, ya que propone la representacion grafica de la hipérbola horizontal con centro en
(0,0) en GeoGebra, asi mismo de sus partes, como se observa en la Figura 2. Pablo ejemplifica con
dos puntos en color verde las distancias de los focos desde el centro de la hipérbola hasta un punto
¢ del eje x, para representar las coordenadas F1 = (-C,0) y F2 = (C,0). Del mismo modo, Pablo
representa los vértices V1 y V2 de la hipérbola al intersecar el eje de las x con las ramas que contiene
esta. Es interesante que en estas representaciones Pablo utiliza un cuadrado como estrategia para que
los estudiantes en el grafico visualicen la notacion de los vértices (V1 y V2) como se observa en la
Figura 2, y que corresponde al conocimiento del profesor de la notacién matemitica, tipo de registro
de representacion (KoT), en la ensenanza de las matematicas. Por su parte, en la representacion de las
asintotas de la hipérbola pablo utiliza la perpendicularidad para formar dos rectas que se cortan en el
plano cartesiano y que son muy cercanas a las ramas que conforman la hipérbola horizontal, pero que
no alcanzar a tocar a las mismas.

Sin embargo, las representaciones dindmicas de las partes de la hipérbola en GeoGebra, generé
inquietudes en los estudiantes como la siguiente: “Mr. yo encontré que la hipérbola compartia un
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punto en el eje M el cuadrado, o sea su vértice era justamente el cuadrado”, situacion que muestra
el conocimiento de Pablo acerca de ejemplificaciones que contribuyan en la enseiianza de la hipérbola,
categoria del KMT, ya que debido al cuestionamiento que se realiza el estudiante, Pablo construye la
grifica en Paint, que corresponde a la hipérbola que este relaciona, como se observa en la Figura 3.
En esta grafica el vértice de la hipérbola coincide con el cuadrado antes plasmado y con la rama de la
hipérbola. Por lo que se intuye que Pablo afirma que dicha gréfica es la representacion en su totalidad
de la hipérbola horizontal, no obstante, aclara que utiliza la Figura 2, para notar matematica a los
vértices y que estos puedan ser visibles por los estudiantes en general.

Del mismo modo, también se observa conocimiento de Pablo acerca del potencial de los recursos
virtuales (KMT), ya que este hace uso del comando formas del programa Paint para plasmar la gréfica
de la hipérbola, en donde los vértices cortan a las ramas de esta; situacion similar ocurre con GeoGebra
en donde también Pablo aprovecha el potencial de este software en la ensefianza de las matemiticas,
para por medio de colores marcar la representacion de las partes de la elipse, como es el caso de las
asintotas, cuya asignacion es color azul, o las coordenadas de los focos con color verde y las ramas de la
hipérbola con color rojo. Es asi, como se intuye que Pablo realiza este tipo de acciones para que exista
mads visualizacion de las partes de la hipérbola en los estudiantes, dado la similitud por ejemplo entre
los ejes de plano cartesiano con las asintotas.

Por otra parte, también se muestran conocimientos de Pablo del registro de representacion (KoT)
para representar graficamente otras partes de la hipérbola que no son tan comunes plasmar en el
plano cartesiano, como es el caso del lado recto y el eje conjugado, asi como de la ensefianza de las
matemdticas para mediante las TIC (GeoGebra) hacer efectiva la representacion de las partes de la
hipérbola que se mencionan, como se observa en el didlogo que sostiene Pablo con sus estudiantes:

Estudiante B Mr. ¢y esas cosas qué dicen eje conjugado, lado recto?, ¢esas cudles son?

Pablo ¢Enel qué?

Estudiante B Es que o sea en las definiciones que estdbamos copiando, tti nos hablabas por ejemplo de: ejes
transversos, eje conjugado, lado recto, sesos cudles son?

Pablo Efectiva OK, estas son las particiones que aparecen aqui (gréfico), ¢estds viendo mi pantalla?

Estudiante B OK, :ya la hicieron? (gréfica), los que no lo han hecho, pueden guiarse del paso a paso.

Estudiante ] Si

Pablo ¢Y ves mi cursor?

Estudiante B Si

Pablo OK; este fragmento o segmento de linea que pasa como diagonal, se llama eje transverso, si
lo nombro todo se llama asintota, pero si pasa por aqui nada ms ese fragmento es nuestro eje
transverso [pausa], recordemos que, ¢cuando una linea es transversa? O ¢cudndo una linea
es transversal? [pausa), cuando corta dos paralelas, y si te das cuenta ahf tienes dos paralelas

Estudiante B OK

Pablo ¢Y cudl fue el otro que me preguntaste? ¢El eje conjugado? [Pausa], este viene siendo como
si fuera el eje y, pero marcando los vértices, desde aqui hasta acd en este punto de corte
[obsérvese figura 4) te voy a trazar un segmento, el amarillo, ¢lo ves estudiante B?
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Figura 4. Modelacion del eje conjugado (flecha azul) y eje transverso (flecha negra)
de la hipérbola con centro en (0,0) en GeoGebra

Y # ASINTOTAS

Flg ! V2 F2 EJE FOCAL>

Ok
Ese es el eje conjugado, y este que tracé en naranja ¢cudl es?
Eje transverso

¢Qué mds me falté por ah?, obviamente el eje normal es el eje completo y, ah y el lado recto
que la definicion lo dice clarito, es el segmento que une dos puntos de la hipérbole que
vendria siendo méds o menos este que estd aqui (obsérvese figura), ¢si lo viste?

Figura 5. Modelacion del lado recto (flecha azul) de la hipérbola con centro en (0,0) en GeoGebra

Estudiante B
Pablo

Estudiante B

Pablo
Estudiante B

Pablo
Estudiante B

Y ? ASINTOTAS

Flg V1 V2 F2

Si, perfecto

OK, retomo, focos, vértices, que son la interseccién de las ramas de la hipérbole con el
rectangulito que hicimos aqui, lineas azules vienen siendo nuestras asintotas, recordemos que
una asintota es aquella que por mucho que se acerque, nunca va a tocar la funcion, en este
caso no tenemos una funcion, pero si tenemos una seccion cénica que serfa la hipérbole y no
la va a tocar por mucho que se acerque, por eso recibe el nombre de asintota. Ahora bien, este
eje que estd aqui en verde y amarillito se dan cuenta que estdn dentro de las intersecciones
de las asintotas, ellas tienen un nombre, como estdn dentro de un recténgulo, tiene paralelas,
existe una linea transversal que es la naranjita , digamos que es la que une las dos diagonales,
pero necesariamente pasan por el centro, y la otra que tengo aqui en amarillo es nuestro eje
conjugado y también pasa exactamente por el centro.

Mr. una pregunta, ¢el lado recto no tiene que pasar por el foco?, ¢o sea como que nada mds
tiene que estar recto y perpendicular?
Si, sino que en la gréfica me quedaba muy pequenito

Ah OK,; tiene que pasar
Si, en la definicion creo que se los coloqué.

Si dale
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I proj ] I

En este apartado del episodio se muestra conocimiento de Pablo de los registros de representacion
(KoT) para representar las partes de la hipérbola en el software GeoGebra. Ahora, es llamativo que a
partir de la siguiente pregunta que hace el estudiante B: ;Mr. y esas partes que dicen eje conjugado, eje
transverso y lacto recto, cudles son?, Pablo aprovecha de su conocimiento de las otras partes de la seccion
conica, para visualizarlas en la grafica que tenfa hasta entonces, sabiendo que la recta que tiene que
construir como representacion del eje transverso debe cumplir con las condiciones de ser una recta
que corte a dos paralelas, como se observa en la Figura 4, que es la recta que utiliza con color naranjo y
que corta a las dos rectas que conforman el cuadrado donde los vértices de la hipérbola también tienen
puntos de interseccién. En ese sentido, Pablo representa el eje conjugado tomando como referencia el
eje y, pero desde el punto de donde se intersecan los vértices con las ramas de la hipérbola hacia abajo,
como se ilustra en la Figura 4 con color amarillo; de manera similar Pablo representa el lado recto,
utilizando el comando puntos de GeoGebra, los ubica en una de las ramas de la hipérbola ya plasmada,
y los une, formando un segmento que indica con color morado, como se observa en la Figura 4 y que
cumple la condicion de unir dos puntos de la hipérbola.

A su vez, Pablo muestra conocimiento acerca del potencial de GeoGebra para la ensefianza de las partes
de la hipérbola (KMT), ya que conoce que mediante el comando puntos de este software puede plasmar
dos puntos que le permiten hacer la representacion del lado recto a cualquiera de las dos ramas que
conforman la hipérbola. De igual manera, utiliza el comando de colores con algunos segmentos de la
grdfica como se observa en las Figuras 4 y 5, para luego de realizar la representacion del eje transverso,
eje conjugado y eje recto, visualmente estos se puedan diferenciar uno del otro, como ocurre en la
Figura 5, la cual muestra que el eje transverso es el segmento de color naranja, el eje conjugado el de
color amarillo y el lado recto del color morado. Esto es clave si se tiene en cuenta que el desarrollo de
esta clase se da bajo las condiciones de la modalidad virtual-remota, por lo que la visualizacion se intuye
es de los elementos por los que Pablo mds se esfuerza se evidencie en su clases en la ensefianza de las
matemadticas.

4. Analisis y discusiones

Eneste episodiose evidenciaconocimiento especializado del profesor, particularmente en el conocimiento
de los temas (KoT) y la ensefanza de las matematicas (KMT), siendo este altimo subdominio donde
se muestra mas el conocimiento de Pablo para mediante el software GeoGebra y el programa Paint
ensefiar utilizando las TIC las partes de la hipérbola. En ese sentido, y de acuerdo a las observaciones
realizadas, el profesor muestra indicios de dominio de algunas categorfas de estos subdominios del
MTSK. En cuanto al KoT, el que més se evidencia es el conocimiento de los registros de representacion
de los contenidos que ensefia, ya que a partir de esto, se le facilita relacionar las definiciones de las partes
de la hipérbola (focos, vértices, eje transverso, eje conjugado y lado recto) con sus representaciones en
el grafico de la hipérbola en GeoGebra. Siendo interesante que el conocimiento de Pablo para hacer el
registro grifico de estas partes le permite ubicar las coordenadas de los focos a la misma distancia del
centro (puntos en color verde de la Figura 2); situacién analoga en la representacion de los vértices de
la hipérbola horizontal con centro (0,0), para esto utiliza un cuadrildtero que permite visualizar a los
estudiantes las coordenadas de los vértices.

No obstante, esta situacién se intuye que repercute en que el profesor muestre incongruencias en el
conocimiento de las definiciones del contenido que ensena (KoT), debido a que la representacion de la
hipérbola y sus partes en GeoGebra (Figura 2) no coinciden con la definicion correspondiente a que los
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vértices de la hipérbola se intersecan con las ramas de la hipérbola, lo que conceptualmente es un error
que comete el profesor al priorizar con la notacién matematica (KoT), sin embargo, al ser cuestionado
e interrogado por un estudiante, Pablo es creativo y representa la definicién de las coordenadas de los
vértices en otro documento, como se observa en la Figura 3 al ejemplificar las ramas de la hipérbola.
Asi, en otro apartado del episodio, se muestra escases de conocimiento de Pablo en la categoria de
definiciones (KoT), ya que cuando él afirma que el lado recto es un segmento que une dos puntos de
la hipérbola, un estudiante pregunta lo siguiente: ;Mr. el lado recto no tiene que pasar por el foco?, ante
esto, Pablo asegura que si, pero no trazé el segmento por el foco ya que la longitud de este serfa poco
visible para los estudiantes, pese a esto, no realiza una representacion que muestre que el lado recto de
la hipérbola si pasa por los focos, y no como Ilustré en la Figura 5, donde se observa que el segmento
representado no corresponde a la definicion de lado recto.

Ahora bien, en cuanto al KMT Pablo evidencia conocimiento acerca de “saber el nivel de potencialidad
de recursos materiales y virtuales en el modelado de las partes de la hipérbola” puesto que en muiltiples
apartados del episodio utiliza comandos del software GeoGebra como: puntos, segmento y colores, para
mediante ellos realizar la representacion de las partes de la hipérbola. Se prevé que Pablo sabe que en
este software los estudiantes pueden visualmente hacer comparaciones entre las definiciones formales
con su representacion y por tanto utiliza animaciones con colores como se observa en las Figuras 4 y
5 para establecer diferencias entre los ejes conjugado (amarillo) y transverso (naranja) al ser los dos
segmentos y tener definiciones similares; en cuanto al programa Paint, se evidencia que Pablo conoce
del potencial de este, la Figura 3 es un indicador, debido a que a través de los comandos de rectay curva
se pueden plasmar hipérbolas que representen situaciones particulares que ocurren en ella. Como es
el caso de que los vértices corten en un punto las ramas de la conica. En ese orden, se considera esto
como un momento clave de la clase, puesto que permitié diferenciar las representaciones de las Figuras
2y 3, es decir la que Pablo representé en GeoGebra fomentada a la notacién matematica y la que se
model6 en Paint, fomentada al cumplimiento puntual de las definiciones de cada parte de la hipérbola,
siendo esta tltima, muestra del conocimiento de Pablo acerca de ejemplos para la ensefianza, y que
estd alineado con la categorfa saber de actividades, tareas, ejemplos que contribuyan en la enseiianza de la
hipérbola y sus partes del KMT, como fue el caso de la Figura 3 que corresponde a la hipérbola horizontal
con centro en (0,0) y puntos de corte entre los vértices y las ramas de la hipérbola como respuesta a
interrogantes de los estudiantes acerca de la Figura 2 que no cumple con la relacion que existe entre
los focos, las ramas de la hipérbola y los vértices.

De acuerdo a lo anterior, es interesante notar la relacion que se muestra entre las categorias conocimiento
de los registros de representacion del Ko'T'y saber el nivel de potencialidad de recursos materiales y virtuales
en el modelado de las partes de la hipérbola” e “identificar y saber de actividades, tareas, ejemplos que
contribuyan en la enseiianza de la hipérbola y sus partes” del KMT, esto es, que dentro del MTSK se
presentan micro esquemas entre subdominios y dominios distintos en el modelo, como es el caso
del KMT (subdominio del PCK) y el KoT (subdominio del MK), dado que, es necesario conocer de
comandos del software GeoGebra y de Paint para representar de manera grafica la hipérbola y cada una
de sus partes; de manera similar ocurre también con que para poder representar algunas partes de la
elipse, es necesario identificar ejemplos que contribuyan en la ensefianza de estas, como es el caso de
la Figura 3 en esta investigacion. Lo que denota que Pablo relaciona sus conocimientos especializados
en matemdticas con el diddctico-pedagégico del contenido para la representacion de la hipérbola y sus
partes en el software GeoGebra.
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De igual manera se resalta también conocimiento de Pablo de las definiciones del KoT, ya que para
representar cada una de las partes de la hipérbola, es necesario que este sepa de las definiciones y
condiciones que debe cumplir cada una de estas para realizar su respectiva representacion en el plano.
Lo que también confirma lo afirmado anteriormente con respecto a que en el MTSK se presentan
micro esquemas entre subdominios de un mismo dominio, como es en este caso entre categorias del
KoT, con respecto a que al relacionarse entre si, generan conocimiento especializado de Pablo en
cuanto a lo matematico.

5. Conclusiones

En esta investigacion se dieron evidencias de los subdominios KoT y KMT teniendo en cuenta
algunas de las categorfas que la componen como: definiciones, registros de representacion, potencial
del recurso y ejemplos para la ensefianza de las matematicas, particularmente del contenido de la
hipérbola y sus partes mediante herramientas TIC como GeoGebra y Paint. Con esto se comprob6 que
el profesor requiere de conocimiento de los recursos tecnoldgicos y de su potencial para integrarlos en la
representacion dindmica de los contenidos matemdticos a ensefiar. Ademads, se comprobé la relevancia
que tiene para profesor relacionar sus conocimientos matemadticos con los diddctico-pedagdgicos del
contenido, dominios que engloban al conocimiento especializado del profesor que ensefia matematicas
mediadas por las TIC.

De la misma manera, de acuerdo al conocimiento especializado por Pablo evidenciado en esta
investigacion, se considera que algunas cosas podrian ser replicadas en la formacién de profesor en
Educacién Matematicas. Especialmente la metodologia que utiliza para la ensefianza de las matematicas
en la modalidad virtual-remota, ya que realiza preguntas que no son inducidas y que por el contrario
conllevan a que el estudiante se cuestione, como se puede apreciar en este episodio de andlisis, ademads
del uso de animaciones en las modelaciones de tipo grafico para identificar cada parte objetivo de
estudio, en este caso de la hipérbola, ya que estas permiten visualizar con mayor claridad en la imagen
que se proyecta a los estudiantes desde casa, bien sea en el software o en otro tipo de recurso TIC
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